


Journal 


für die 


reine und angewandte Mathematik 


gegründet von A. L. Crelle 1826. 








Unter Mitwirkung der Herren 


Weierstrass uni von Helmholtz 


herausgegeben 


von 


L. Fuchs. 


Mit thätiger Beförderung hoher Königlich Preussischer Behörden. 


Band 112. 


In vier Heften. 





Berlin, 1893. 


Druck und Verlag von Georg Reimer. 














man ee msn 





ET 





ar ur nn 
ZEETEEER 


u en EEE ve Te 


an] 





Inhaltsverzeichniss des Bandes 112. 


Seife 
Fields, J. C. The numbers of sums of quadratie residues and of quadratie 
non-residues respectively taken » at a time and congruent to any given 
integer to an odd prime modulus p. . : : 2 2 2 2 nn nn. 247 —261 
Fuchs, L. Note zu der im Bande 83 p. 13 sqq. dieses Journals enthaltenen 
Arbeit: sur quelques proprietes ete.; extrait d’une lettre adressee a 
ee nn a ee RP 
Haentzschel, E. Ueber die Form des Integrals der Differentialeleichung 
dy Ps +Pp,y+Pp,y’+p,y' | he 
= - 14S— 155 
dx 9,+4,% 


Hamburger, M. Ueber die singulären Lösungen der algebraischen Differen- 

tialgleichungen erster Ordnung. . :» 2 22 m 2 2 2 2 2 2 +  Wb-—246 
Hazzidakis, J. N. Der Flächensatz bei der Bewegung auf abwickelbaren 

a a rn Dageaiı Areas Saas ri or Mei 
Hettner, & Anwendung der Transformation zweiten Grades der Theta- 

funetionen zweier Variabeln auf das arithmetisch-geometrische Mittel aus 

ee SE pe BE 5 De 2 Se De ZB  - ' 0 93 
Jahnke, E. Die Differentialbeziehungen für die eindeutigen doppeltperio- 

dischen Functionen zweiter bzw. dritter Art. : 2 2 2 222020. 265-—286 
Königsberger, L. Ueber die Convergenzbereiche der Integrale partieller 

0 ee te ae ea ar 
Meyer, A. Note zu der Abhandlung über ternäre Formen im 98. Bande 

tee en Ai 


Pochhammer, L. Ueber die Reduction der Differentialgleichung der all- 


u nn a een 
Ruoss, H. Ueber isochrone Pendelschwingungen. . . 2 2 2220.20... D3— 57 


Schmidt, H. Geometrische Untersuchungen. 











IV Inhaltsverzeichniss des Bandes 112. 


Schwering, K. Zusatz zur Abhandlung: „Zerfällung der lemniskatischen 
Thetlungegiekeiung I VE TEE 2% 5: 5: er 

Segen, D. Ueber windschiefe Flächen vierten Grades mit drei Doppelgeraden. 

Stäckel, P. Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen. . . 


—_— Ueber algebraische Gleichungen zwischen eindeutigen Functionen, 
welche lineare Substitutionen in sich gestatten... 2 = =: 2 2 2... 

—_— Ueber Systeme von Functionen reeller Variaben. . . . . 

Thome, L. W. Ueber eine Anwendung der Theorie der linearen Differen- 
tialgleichungen auf die algebraischen Functionen. 

Vahlen, K. Th. Beiträge zu einer additiven Zahlentheorie. 


— u Ueber die Relationen zwischen den Determinanten einer Matrix. 


Berichtigung. 


In der Abhandlung von P. Stäckel: „Zur Theorie der eindeutigen 
Funetionen“, Heft 3 dieses Bandes, muss es Seite 262, Zeile 6 von oben 


R 
- | il I a? er PEN v „.a® 
2 +2" >= 233 
nn) 
statt 
1 } aı ei. x „ar 
I: a Se: ee... u ® 
n=ı) 
heissen. 


Seite 


37— 38 
39— 2 


262— 264 


287 —305 


311—318 


165 — 180 
1— 36 
306—310 


analytischen 


Fe san 


Pe > 


a A 



































Beiträge zu einer additiven Zahlentheorie. 
(Von Herrn K. Th. Vahlen.) 





Aus der von Euler in dem Kapitel „De partitione numerorum“ seiner 
„Introduetio in analysin infinitorum‘“ aufgestellten Formel: 


3k:—1 


(1-a)(1-e) (1-1 29) --- = z(-1}z ° 


(k=—nR,..,+2) 


hatte schon Legendre (Theorie des nombres Bd. II) durch Coeffieientenver- 
gleichung den Satz gefolgert: 
Jede Zahl, welche nicht die Form > hat, d. h. jede nicht fünf- 


eckige Zahl lässt sich ebenso oft in eine gerade wie in eine ungerade Anzahl 


' u “ on 3k’—k . 
verschiedener Summanden zerlegen; jede fünfeckige Zahl — ,„— besitzt eine 


Zerlegung in eine gerade Anzahl von Summanden mehr oder weniger als 
Zerlegungen in eine ungerade Anzahl, je nachdem k gerade oder ungerade ist. 

Den ersten arithmetischen Beweis dieses Satzes gab Jacobi in der 
Abhandlung „Beweis des Satzes u. s. w.“ (Werke, Bd. VI pag. 303—314). 
Einen äusserst einfachen Beweis desselben Satzes fand J. Franklin 1881 
(Comptes rendus Bd. 92 pag. 448, Sur le developpement du produit infini 
(1—-z)(1—-z”)(1-z°)(1-x%)...), eine Mittheilung, die ich Herrn Prof. Dr. Fro- 
benius verdanke. Denselben Beweis hatte ich im November 1892 gefunden 
und am 8. November 1892 Herrn Prof. Dr. Hensel brieflich mitgetheilt. 
Bald darauf, nämlich Anfang December 1892, erschien eine Abhandlung 
von Herrn Dr. Zudwig Goldschmidt („Ueber den Satz Eulers: 


In’+tn 


(1-z)1—-a)(1-2°).-- = (Nr 2 & 


Programm-Abhandlung der höheren Handelsschule zu Gotha 1892), welche 
ebenfalls denselben Beweis enthält. Auf die Wiedergabe dieses Beweises 


kann ich um so mehr verzichten, als sich der Satz aus einem später zu 
Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 1. 1 
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beweisenden allgemeineren Satze als unmittelbare Folgerung ergeben wird. 
jemerkt sei nur noch, dass die in der genannten Jacobischen Abhandlung 
enthaltenen scheinbar allgemeineren Sätze sich leicht aus dem besonderen 
erschliessen lassen. 

Diesem besonderen Satze und seinen Anwendungen ist der erste Ab- 
schnitt der vorliegenden Arbeit gewidmet. Der zweite Abschnitt enthält 
den erwähnten allgemeineren Satz nebst einigen unmittelbaren Anwendungen; 
während daran anschliessend im dritten und vierten Abschnitt die Zerlegung 
der Zahlen in zwei und in vier Quadrate behandelt wird. 


2 


Wir haben es im Folgenden nur mit ganzen, und, wenn nichts anderes 
gesagt ist, mit nicht negativen ganzen Zahlen zu thun. Die Anzahl aller 
Darstellungen einer Zahl s in der Form a+@;-+---+a, bezeichnen wir mit 
N(s=@,+@a,+--+a,), und verwenden das Symbol N stets zur Bezeichnung 
einer Anzahl von Zerlegungen; die Art der jedesmaligen Zerlegungen wird 
durch das Argument von N angedeutet. Dann erhellt ohne weiteres die 
Richtigkeit der Gleichungen: 


(1.) Ns= up Pa.) = Ne=n= +04 +4,) 
Ö GG I, << M 0a <a Me 

n(n— mi. | 

(2.) Ns=a,+@,+--+a,) = N(s— er ) Ai 
I EEE ° N eingühg g 


1 a 4 ! 
(3.) Ns=a+@-+--+a,) — N(s a 2 ) = a+@,+---+a,), 


u a I 4 VEN Z0-.-- a, 
re ne i | n(n+1 | 
4) N(s= la +2a,+3a,-+-+na,) = N(s— an ei de = la, +2a,+-- .+na),), 

"Pl 0; El DO 5 a REN szd el sr, 
An . A n(n+]1 wre | ; 
(d.) Ns=a+@%+--"+a,)=N (2 _ la +2a, +. +na}), 

u, >32. >0 a 
(6.) Ns =a+@+:-+a,) = N(s = la, +2a)+---+na)), 
a >a,.:->au_>0O a, >00 

(7.) Ns =a4+@+--+a,) = N(s = la + 2a; +---+ na),), 


az, Z4.Zz,Z0 u; —0 








eisen 
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wenn man in ihnen der Reihe nach: 


.,=a—l, a=a-itl, a=a-i, dü=a-l, 


! 3 ! 
a,=a4—-a,—-1l as,=a-a,,. ad=a-—a,, 


für i=1, 2, ..., n setzt (a,,,=0). Die letzte besagt z. B., dass sich jede 
Zahl in n beliebige Theile eben so oft zerlegen, wie aus den » ersten 
Zahlen, jede beliebig oft genommen, zusammensetzen lässt. 

Durch die vorstehenden Sätze wird die Bestimmung der Anzahl für 
verschiedene Arten von Zerlegungen zurückgeführt auf die Bestimmung der 
Anzahl N(s = 4, +@,+:-+a,), O<a,<a,...<a,: für diese liefert Satz 62.) 
die Recursionsformel: 


N, 


(8.) 


Betrachten wir nunmehr die Anzahl der Zerlegungen einer Zahl s in beliebig 


er =6,+9%+-+a,)= Ns-n=a+@+--+a,, 


+N(s—-n=a,—+-- +A,_ 


viele verschiedene Zahlen: wir bezeichnen dieselbe mit 
Ns =a+@+a,—---). 


u 


<a <a, <a,--- 
Indem wir in jeder Zerlegung alle diejenigen Summanden a zusammenfassen, 
deren grösster ungerader Factor «a, derselbe ist, geht die Zerlegung 
s = 1+%+a, + 

über in s= kw +l,w+k,0+--, in welcher die Coeffieienten k sich als 
Summen verschiedener Potenzen von 2 ergeben; da sich umgekehrt jede 
Zahl %k eindeutig als Summe verschiedener Potenzen von 2 darstellen lässt, 
so entsprechen je zwei Zerlegungen 

s=a+m-+a,+-- und = ku tk +k,u,-+--- 
sich eindeutig, also ist: 


(9.) Ns=a+9+a,+-)= Ns = ku+kn+l,u+--- 


Br 


. on ar 


<a <a, <a, :-- I IE 
d. h. jede Zahl lässt sich eben so oft als Summe von lauter verschiedenen 
Zahlen darstellen, wie als Summe von ungeraden Zahlen, jede beliebig oft 
genommen. 

Die Herleitung der Sätze (2.), (5.), (7.), (8.), (9.) aus der Verglei- 
chung unendlicher Producte bildet den Hauptinhalt des Kapitels „De partitione 
numerorum“ in Ewulers „Introductio in analysin infinitorum“. Namentlich 
u 
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ergiebt sich der Satz (9.) aus der Gleichung: 


1 
A1—-z)\1—r’)1—-e’)1—r')... 





A+)1+2N) ++). = 


Eine Summe von A verschiedenen Summanden bezeichnen wir mit 


Ya; darf aber jeder Summand beliebig oft vorkommen, so bezeichnen wir 


1 


ee ER. . . 
die Summe mit YA,a,; kommt es auf die Anzahl A der Summanden nicht 
1 


an, so schreiben wir einfach >a, und I%,a. Gerade Zahlen werden mit g, 


2 
- 


s : Sk’—k A e u 
ungerade mit «a, die Pentagonalzahlen —,— mit ®, bezeichnet. Mit Aus- 


_ 


) & 
drücken wie z. B. Ns = La; (-1)) bezeichnen wir die Anzahl der Zer- 
1 
3 
legungen s= Ya,, jede (—1)’-mal gezählt. Betrachten wir die Anzahl- 
1 
} 
differenz N(s — B> a,+3k,a;; (-1P). Es seien a, ,,, @;, ..., a, diejenigen 


. ! . . 4 . 
Summanden a; der zweiten Summe '%k,a;, welche in der ersten Ya, nicht 
1 


A 
vorkommen. Die 2” Zerlegungen, die wir aus der einen s= Na,+ ha; 
1 


ableiten, indem wir der Reihe nach alle v, je v—1l, je v—2, ..., jel, 
schliesslich keinen der Summanden a,, @, ..., a, in die erste Summe nehmen, 
während in der zweiten Summe I'%,a; nur die betreffenden Coefficienten 4; 
um eine Einheit geändert werden, diese 2” Zerlegungen liefern zu unserer 
Anzahldifferenz den Beitrag 


-D+HÄ)-DT+G)-D "++ dh. Null. 


Da wir alle Zerlegungen der betrachteten Art in dieser Weise zu Gruppen 
zusammenfassen können, so ergiebt sich 


10.) N(s = Fat Zk,d: (1%) = 0. 
1 
Ebenso ist: 
1 
(11.) N(s = Eu+ ku; (-1)%) = (), 
1 


Durch Anwendung des Satzes (9.) ergiebt sich aus (11.): 


Find } 
(12.) N(s = zZur=a;; (-1)) =. 
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Aehnlich findet man: 


(13.) Ns = Za+Fk,a;; +49) —(, 
(14.) N(s= Za+=a; (-1%)=N(s=2%a; (-1)), 
5 
” me ar 
(15.) N(s = 5a,.+$a;,; (—1) ° ) = U), (a). > a;.) 
1 1 
„ » bias . 2 
(16.) N(s = $a.+3a,; (—1) ° ) = Nie = 238,); (ai. = a.) 
1 1 , 


während sich die Gleichung: 


(17) N(s= 3g.4+=u; 1%) = (1. N(s = Ya; 1%), 


durch Trennung von Fa, in Fg, +, ergiebt. 
Wenden wir auf die Anzahldifferenz: 


[ i Ü 


N(s = Su,+2a+2:ka; (—1)° 
1 
den Satz (12.) an, so ergiebt sich: 
If S/ı £ kn, 
N(s=Zka; (-1)”); 
wenden wir aber den Satz (13.) an, so wird dieselbe Anzahldifferenz gleich 
4 
N(s = Fu; (-1)%) d.h. gleich (-1)'.N(s = &u,): 
also ist: 
(18.) N(s = Zu) = (-1).N(s= Zha; (—-1)”"), 
d. h. jede Zahl lässt sich eben so oft in verschiedene ungerade Zahlen zer- 
legen, als die Anzahldifferenz ihrer geraden und ungeraden Zerlegungen 
in beliebige, beliebig oft genommene Summanden angiebt. 
Durch Einführung von drei zahlentheoretischen Funetionen o(s). 0(8), 
t(s) können wir jetzt folgende Gleichungen aufstellen: 


IN (s= Zku)=0(s), 


(19.) i et W Br 
N (s = Zku; (—1)"')=(—1)'e(e), 
N(s= Zu)=r(s), 
(20.) A 
U T ie / \2\ 1 RE 
— . A — 'o\ 
N (s = Zu; (-1))=(-1)'76s), 





1 


(21.) N(s= Zka;) = 0(8), 


\ 


N(s= Eka; (-1)°")= (-1)'T(s), 
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(23.) N(s= 3a) =o(s), 
(24.) N(s= 2a; (-1)=N6= 0; (1); 


deren letzte der Ausdruck des in der Einleitung genannten Euler-Legendre- 
schen Satzes ist. 

Durch Anwendung desselben auf die Gleichungen (10.), (14.), (17.) 
erhalten wir die Recursionsformeln 


(25.) 2(-1}0(s-@,) = 0, 
(26.) &(-1'e6-@,) = N(s= 20; (-1))), 
(27.) =(-N'r(s-20,) = Ns=®,; (-1)*), 


in denen, wie im Folgenden stets, die Summation sich auf alle Glieder mit 
nicht negativen Argumenten bezieht. Dabei ist o(0)=e(0)= (0) =1 zu 
setzen. In ähnlicher Weise lassen sich zahlreiche andere Formeln herleiten; 
z. B. folgt aus (12.) oder (13.): 


(28.) E(-V'r(k).e(e—h) = 0. 


Ist f(s) eine beliebige zahlentheoretische Function, » eine gegebene Zahl, 
und setzen wir: 


Z(-V'f@e-n®,) = F(s) 
für jede ganze Zahl s, so wird = F(s—nh)oCh) gleich: 
(1 f(s—n(ı+D)).och) = E-Dfe-nh).oh-@,), 
also, nach Anwendung der Recursionsformel (25.) für die Function o(s): 
= F(s—nh)oCh) = f(8). 


Da auch umgekehrt aus dieser Gleichung die erste folgt, können wir den 
Satz aussprechen: 


Von den beiden Gleichungen 
[2(-D’re-n®) = F6), 
| 2 F@—nh).o(h) = f(s) 


ist jede eine Folge der anderen. 


(29.) 


ih em in 


zahı uacze la aan a ai 
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Durch Anwendung dieses Satzes auf (26.) und (27.) erhalten wir: 


(30.) o(s) = =(-1).0(s-2@,), 

(31.) (—1)7(s) = 2-1. ). 
Durch nochmalige Anwendung von (29.): 

(32.) o(s) = =o(s—2k)o(k), 

(33.) (—) = &(-1)"r(s—h)o(h), 


wie wir auch direet hätten finden können. (Unsere Functionen verschwinden 
für gebrochene Argumente.) 
Jetzt setzen wir: 
Ss.) = 24, 


Ss, = 29 


nn y' 
S, (8) Bi ._- A 
5.() = 34 
dy=s 
S,(s) 3 d, 


du=s 
so dass S, die Summe aller Divisoren, S, die Summe der geraden, S, die 
Summe der ungeraden, S, die Summe der den geraden Divisoren complemen- 
tären, S, die Summe der den ungeraden Divisoren complementären Divi- 


soren von s bezeichnet. Endlich setzen wir noch: 
(34.) S.($—S,(s) = - 2-1)‘ d=D(s). 
Dagegen wird: 
S(s)-S,() = -— 1/8 
keine neue Function; denn, ist s=2%u und sind „@=1,2,3,...) alle 
Divisoren von x, so wird: 


— (-1)"d= 22u,—- 22 u= Zu, 
(ie 1, 2,3...) (Gm=1,2, 3... A=U 1, ..., a—l) 


d. h. 
(35.) Ss—-S,(s) = S,(s). 

Aus der Verbindung dieser Gleichung mit den evidenten: 

+8, = SC), 

S.(s)+8S,(6) = S,(s) 


7 
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folgt: 
(36) 25.8) = 8,()+ 8,6) = 28,()+5,6), 
(37.) 28,(8) = 8.(9)-8,6) = 8,8); 


$ ® o ° 
da ausserdem S,(s) = 2S,(5-) ist, kommen nur die Functionen S,, S,, S,, 


D in Betracht. 

Zerlegen wir jetzt die Zahl s auf alle Arten in die Form Z%k,.a,-+n, 
zerlegen überdies den Summanden » auf alle möglichen Weisen in zwei 
Factoren » = k.a,; zählen wir jede solche Zerlegung s = Z%h,a,+ka, a,-mal, 
so wird die Anzahl aller Zerlegungen, die wir mit N(s= Zk,.a,+ka,; a,) 


$ 
bezeichnen, gleich £ S,(n)o(s—n). Dieselbe Anzahl können wir in anderer 
n=1 


Weise ermitteln. Ist nämlich k,—k der Coeffieient von a, in der Summe 
Z’k;a,, so ergeben die k, Zerlegungen: 
(ka+kya,-+)+K,a, 
1l.a+ka+k,a+-)+(k,—1)a,, 
2.0+ ka, +k,a.+)+(k,—2)a,, 
u. 8. w., 
(v1) + ka +k,a,+--)+1.a, 
zu unserer Anzahl den Beitrag %k,a,. Die Anzahl ist also dieselbe wie diese: 
N(s = kay+k,a, +; Ak,a,), 
oder, da jedes Glied 4,a, einmal an die Stelle von A,a, kommt: 
N(s = Zka; s) d.h. s.o(s). 
Mithin ist: 
(38.) =S,(n).o(s—n) = 8.0(8). 
Die Betrachtung der Anzahl 
N(s = Zku+ku,; u,) 
führt ebenso zu der Formel: 
(39.) =S,(n)e(s—n) = 8.0(8); 


endlich die Betrachtung der Anzahldifferenz: 


N(s = Zka,+ka,; (-1)*".a,) 
zu dieser: 
(40.) =(—1)"8,(n)r(s—n) = st(3). 
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Die Anzahldifferenz: 
T 4 n . ( \4 cn .g — ) 
N(s = - a,+ ka: (—1) a) (a, —a;1 FRE }) 


wird nach (24.) einerseits: 
&(-1)S, (s-©,); 


k 


andererseits redueirt sich dieselbe durch Zuordnung je zweier Zerlegungen: 


/ ) 
= Ya,+ka, und s= Fa+t(k—]1)a, 
1 iv 
oil, ..., A) 


auf die AnneiNEENIEENG: 
1 
N(s = = Rn sd, ‚ta, (—-1)’ a,) = N(s = %.q,: (18); 


welche nach (24.) nur für s= @®, von Null verschieden ist und dann den 
Werth (-1)'"@, hat. Also ist: 


(41.) S-1Y8,0-0) =( im allgem, = (-1)"@, für s = @®,. 


Die Anwendung von er ergiebt: 
(42.) (s) = &(-1"8,0(s-@,). 


k / 
Geben wir dieser Formel die Gestalt: 
(1) (s-8,).0(8 -@®,) = S,(s) 


so führt die nochmalige Anwendung von (29.) zurück auf: 
(38.) so(s) = ZS,(n).o(s—n). 


Von den vorstehenden Sätzen findet sich (25.) bei Euler (Novi Comm. 
Petrop. T. 3 p. 155), ebenso (41.) (ebenda T.5 „Observatio de summis 
divisorum‘). (26.) bei Stern („Beiträge zur Combinationslehre und deren 
Anwendung auf die Theorie der Zahlen“, dieses Journal Bd. 21, p. 91—97 
und p. 177—192), (30.) und (42.) pflegte Kronecker in der Vorlesung zu 
geben: „Anwendungen der Analysis auf die Zahlentheorie“, (42.) ist über- 
dies von Zeller (Acta Mathematica IV, p. 415) veröffentlicht worden. 


II. 

Wir werden in diesem Paragraphen einen allgemeineren Satz auf- 
stellen und arithmetisch beweisen, welcher ähnlich aus der allgemeineren 
Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 1. 2 
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Formel folgt: 


— 2 5) = +7 i 
nd-AA-T) = e, 


n—1 


wie der Euler-Legendresche Satz (24.) aus der speciellen Eulerschen folgte. 
Es ist jedoch zweckmässig, nicht den unmittelbar aus dieser Formel folgen- 
den Satz zu nehmen, sondern jene Formel erst durch die Substitution: 


3 
q | 7, 

1 
3 || &?27' 
zu transformiren in: 


NA-a ts) 1-5 la”) = E (D)'e”. 


n=1 h=—R 
Bezeichnen wir den absolut kleinsten Rest einer Zahl » modulo 3 mit An), 


so können wir jene Formel schreiben: 


IA 2"3"%W) 2 y (23)2"*. 
—.n 


n—1 h= 

Aus ihr fliesst der bemerkenswerthe, für die Untersuchungen dieses 
Paragraphen grundlegende, aber bisher nicht aufgestellte Satz: 

Unter denjenigen Zerlegungen einer Zahl s in lauter verschiedene 
Summanden, in welchen die Summe der absolut kleinsten Reste (modulo3) 
der Summanden einer gegebenen positiven oder negativen Zahl A gleich 
ist, giebt es im allgemeinen ebenso viel gerade wie ungerade; allein aus- 
genommen ist die Pentagonalzahl ®,, für welche es eine mit 3 zugleich 
gerade oder ungerade überzählige Zerlegung der betrachteten Art giebt; also: 

(43.) N(s = En; -1)=0 im allg, =(-1) für s= @, 
(wo ZR(n;) = h) 
Um diesen Satz arithmetisch zu beweisen, bezeichnen wir mit |h| den 


xr . . h . ® Oi 
absoluten Werth von h, mit sgn% den Quotienten - mit a, die Summanden, 


In] ? 
welche congruent sgnA (mod.3), mit 5, die Summanden, welche congruent 
—sgnh (mod.3), mit 3y, die Summanden, welche congruent Null (mod.3) 


i rk u ER 2 x 
sind. Ist s= Fa, + 8b, +37, eine der betrachteten Zerlegungen, so ist 
1 1 1 


die Summe % der absolut kleinsten Reste (mod.3) der Summanden gleich 
A—u)sgnh; also A—u = Ih). 
Es sei: 
1 = 41 -hn= =. o.n> 
aber @,_,.,—@_,> 53, so wollen wir z die Schlusssequenz der Summanden 
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a nennen. Wir unterscheiden zunächst zwei Klassen von Zerlegungen; 
die erste Klasse enthält diejenigen, in denen entweder kein Summand y 
vorhanden, oder die Schlusssequenz 2 der Summanden a kleiner als der 
erste Summand y ist; die zweite Klasse enthält diejenigen Zerlegungen, in 
denen x nicht kleiner als y, ist. Gehört die Zerlegung: 


v. u v 
s = 3a+23b+ 327 
l l 


in die erste Klasse, so ordnen wir ihr die folgende zu: 
na ) \ f IN . z . a3 ) ae 3 
.; = la, ++ a_,.t(a,_.rı -3)+.-+(la,—3)]+ >: b, +3lz 7 / wu FU ’ J» 
l 
welche offenbar zur zweiten Klasse gehört. Umgekehrt ordnen wir einer 
4 u Re } . & 
Zerlegung s= Fa,+ &b,+387y, der zweiten Klasse eine solche der ersten zu: 
l 1 1 


s = [.+--+4,_,+(a_,41+3)+ +; +3)])+ Fb, +3 87. 


1 2 

Die angegebene Zuordnung ist eindeutig, es werden dadureh immer 
je eine gerade und eine ungerade Zerlegung einander zugeordnet, und die 
Summe der absolut kleinsten Reste (mod.3) der Summanden ist in zwei 
einander zugeordneten Zerlegungen dieselbe. 

Durch diese Zuordnung werden aber nicht alle Zerlegungen erschöpft: 
und zwar giebt es zu einer Zerlegung der ersten Klasse dann und nur dann 
keine entsprechende, wenn z=4, a,<Z3 ist, da sich die z letzten d. h. alle 
Summanden a alsdann nicht um je drei Einheiten vermindern lassen. Zu 
einer Zerlegung der zweiten Klasse giebt es dann und nur dann keine ent- 
sprechende, wenn z=4, a <Z3, y,=0 oder >4 ist, da das Glied 37, als- 
dann nicht auf die y, letzten Summanden a zu je drei Einheiten vertheilt 
werden kann. Von diesen noch nicht zu Paaren geordneten Zerlegungen, 
für welche also z=4, ,<B3, y,=0 oder >4 ist, rechnen wir in eine 
dritte Klasse diejenigen, bei welchen 


R - a;—+-b = 
= h, da, —_ 3, a 1 Yı oder Yı —() 
ist; in eine vierte diejenigen, bei welchen 
- . } a, + b, Bi - 
el, <<, Tue / 


R u i u “A ie ’ r 
ist. Gehört die betrachtete Zerlegung s= Fa,+ Yb,+3F37, zu denen der 
1 1 1 


dritten Klasse, so ordnen wir ihr diese zu: 
a;+b, 


)—1 7 


= Za+ 3543| #444 47,]; 
1 2 e 
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dieselbe gehört in die vierte Klasse, denn die Schlusssequenz der Summan- 
den a ist gleich der Anzahl derselben, a, ist kleiner als 3, a,_,+b, ist 
gleich a,+b,—3, also nicht kleiner als a,+5,, d. h. nicht kleiner als das 


a;-+b, 


Dreifache des kleinsten Summanden y, welcher hier gleich - 3 Ast. Ge- 





hört endlich die betrachtete Zerlegung s = ya,t 5b+ 3.87, in die vierte 
Klasse, so ordnen wir ihr die folgende zu: 
las [+ +a,+(0+3)]+[8,-@; -3)+b,+--+b,)+327;; 


dieselbe gehört in die dritte Klasse, denn die Schlusssequenz der Summan- 





den a ist gleich ihrer Anzahl, a, ist kleiner als 3, Br td d. h. 


3 
‚+3)+@y,——3) . 
(+ un. ao ist gleich y,, also kleiner als der erste Summand y, 


oder aber es ist kein Summand y vorhanden. 

Die angegebene Zuordnung der Zerlegungen der dritten und vierten 
Klasse erfüllt die Bedingungen je eine gerade und eine ungerade Zerlegung 
einander eindeutig zuzuordnen, während die Summe der absolut kleinsten 
Reste (mod.3) der Summanden in beiden dieselbe ist. 

Die Zuordnung versagt offenbar dann und nur dann, wenn gleich- 
zeitig kein Summand y und kein Summand 5 vorhanden ist; also, für > 0, 
da dann A=h, == 1(mod.3), a, <3 sein muss, bei der Zerlegung: 





1+4-+7+10+--+(3h—2) = mund 
für a<0, da dann = |h, ,=—1(mod.3), a <-3 sein muss, bei der 
Zerlegung: 
245484 11+---+(3||—1) — sh un u u 


Da überdies diese Ausnahmezerlegungen mit A zugleich gerade oder un- 
gerade sind, ist der oben ausgesprochene Satz (43.) bewiesen. 

Aus ihm folgt durch Summirung über alle zulässigen Werthe von Ah 
der frühere specielle Euler-Legendresche Satz (24.). 

Wir hatten, um die beiden Fälle, dass A positiv oder negativ ist, 
zusammen zu behandeln, ,=sgnh, b,= —sgnh (mod.3) gesetzt. Wir 
wollen jetzt in beiden Fällen setzen: 


a=3a,+l, 5,=3ß,—l, = 3, 
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so dass in unseren Zerlegungen: 


In 44 v } 
s=3G+3b+3%c, -u=h 
1 1 1 


s—h 2 i 
-——, nämlich: 


«) 


ist. Aus jeder solchen Zerlegung folgt eine für s, = 
s = 3 + &ß,+ | 27, 


2 ö 
wo F'«a, eine Summe von A Summanden bedeutet, deren einer auch gleich 
1 


Null sein darf. Also ist: 


r e i A 4 22004 . 
N (s -. ‘a, P+27: (—1) Atr) =() im allg., 
(44 \ (} u=h) 
7 ö 
\h .., .: h’—h 





Da wir später eine grosse Zahl ähnlicher Formeln erhalten werden, wollen 
wir auch auf der rechten Seite unser Zeichen N anwenden; bei der 
vorstehenden Gleichung werden wir z. B. die rechte Seite schreiben: 


N(s = * - (-1)- Für h=0 ergiebt sich: 


PT KH ai v w 
(45.) N(s => a+3b+23%c; (—1) )= 0 
1 1 


1 
für s>0; für s= 0 ist diese Anzahl gleich Eins zu setzen. Wenden wir 


auf die Summe Ne, den Satz (24.) an, so geht (45.) über in: 
1 


N > RE. 
—1)' N (s- o,=>2a-+23 b,) =U. 


1 1 


Die Function N(s = ’a+2 >b,) genügt also derselben Recursionsformel wie 


U u 


die Function 0(s), a da ferner auch N(0 => a+> >b,) = o(0)=1 zu 


l E & 
setzen ist, ist allgemein: 


u 


f dh j - \ 
(46.) Ns= & a+2 zb ‚) =.0(8). 
Aber auch die allgemeinere Anzahl: 


2 urh J 4 
Ns = Na+xb+xe), @ 
1 1 1 


ist auf die o-Funetion zurückzuführen. 
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Wenden wir zu diesem Zweck auf die Anzahldifferenz: 
N(s = > + 3&b+8 c+=h,d; (rt) G-u=ı>0) 
1 1 1 


. . ' h’—h 
den Satz (44.) an, so redueirt sich dieselbe auf 1) 0(s- n ); wenden 
- “ 
wir dagegen auf die beiden letzten Summen Fc,+%;d, den Satz (10.) an, 
1 
so redueirt sie sich auf: 
Ah u 
(—1)' N(s =. a+2b,); 
1 1 
also ist: 
PN za + a u 
(47.) Ns = > a+2b,)= 0 


Setzen wir vorübergehend: 


h’—h 








N(s = = Zu +26 =.A,, 
so wird (47.): 


N+N_ = Men ni 


2 

Daraus folgt leicht einerseits: 

N,(s) = 0($)—o(s—-1)+0(s—-3)—-0(s—6)+-, 

N,(s) = 0(s-D)—0(s—3)+0(s—6) -o(s—-10)+--- 

N;,(s) = 0(s—-3)—0(s—6)+0(s-10)—-0o(s—15)+ 
u. 8. w., allgemein: 

; p+k P u: 
48) No dh. Ne=3a420)=(-NE-Nols- 5), 
(= k+l, 442, ..) 


wo die Summation so weit fortzusetzen ist, als das Argument nicht negativ 
wird; andererseits folgt daraus: 


(N,+ N) +(N,+ N)+(N,+N,)+ 


(49.) NGo==Za+z2b)=- 3 0(s-"). 


k==3.2.5 


Kehren wir zum Satz (44.) zurück. Setzen wir in (—1)’**t” für A 
ein u+h, so erhalten wir: 


(50.) Ne => a+ Sb+ 20; -V’)=N(s = en) 





- 
er LER 


PRIRAUSEREN, 
BR 2 LFI 


Re NETTE ee ER NT 


Seäglpe 











Gr NER 


RA a Er er aan 


RR SUED: 
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Setzen wir in dieser Gleichung der Reihe nach h=1, 2, 3, ..., H, wo 


H’—H . . 
s < —5;— ist, und addiren die entstehenden Gleichungen, so ergiebt sich: 


N(s = Fat Sb+Xe; (-1)°) 


1 1 1 
2 v 
+2EN(s = Fat sb+ 26; (-1)’) (= u+l, #+?2, u+3, ..., 4+H) 
1 1 1 
d. h. 
E a ) u v 10 z h?’—I 
(51.) Ns = Za+&0,+ 20; (-1)=N(s io = _)- 


( a ( h > () ) 
Li = x) 
< - 


Durch Anwendung des Satzes (14.) auf (51.) folgt: 


. u A # hy i h’--h 
(52.) Ns — za729; (-1)= N(s — > )- 
Trennen wir Fa, in FZu,+2g,, so liefert der Satz (14.) aus (52.) den Satz: 
Eu i u x 4 h’—h 
(93.) Ns =229+ Zu; (—1)# = N(s = 5 )- 
Die Sätze (52.) und (53.) geben unmittelbar die Reeursionsformeln: 
r | ' & h’—I 
(54) Z(-1%o(s-20)=0 imallge, =-1 für s=- —.—, 
’ERN un, \4 BR 0; ; un h’—h 
(59) Z(-1VD'tr(s-40)=0 imallg, =1 für s= —.—- 


Aus ihnen folgt durch Anwendung des Satzes (29.): 


 B—h 
a eB Eee 
(56.) o(s) = 30 5 
h pP 
h’—h 
s”— 5 
57 N we . da 


Diese Formeln haben vor den früher angegebenen (30.) und (31.) den 
o > \ , \ Pr 
Vorzug, aus einer geringeren Anzahl Glieder zu bestehen, die überdies alle 
positiv sind. | 
Noch in anderer Weise lassen sich aus (51.), (52.), (53.) Reeursions- 
formeln herleiten. Betrachten wir z. B. die Anzahldifferenz: 


\ 
« 


T 5 } | n J \tu 
N(s — 229 +=u+ 2; (—1)’ )h 
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welche sich durch (53.) auf: 
k(k—1) 


ze) Wrlei MD) 


redueirt. Dieselbe geht andererseits durch Anwendung von (14.) über in: 


Ne=2$042 80 IP) No=230; (0) 


> 


also nach (24.) in N(s=2@,; (—1)'). Da ferner EI) mit [2 zugleich 





| die ganze der beiden Zahlen A und 


- 


e k 
gerade oder ungerade ist, wenn > 


a bedeutet, so erhalten wir: 


— 


(58.) 2(-1)° 2 (s- IP) 0 im allg, =(-1) für s= 20, 


Setzen wir in Satz (51.), der übrigens der Gaussschen Formel: 


h?—h 


ni+ta)’(1-a) = 32°’ 


Dal... 


. un 1 > . .. .. 
entspricht, . für s, so geht derselbe in den später zu benutzenden über: 


59) Ne= 1482048264880; (-1)=Na=w) w“>u 


Es seien m und » zwei gegebene positive Zahlen, 2» <m, dann 
folgt aus jeder Zerlegung: 


k 
s= yo +2B +27; wo 4—-u=h ist, 
1 
eine Zerlegung von ms-+nh, nämlich: 
) u v 
ms+nh = E(mo,-+n)+ 3 (mP,;—n)+&my,, 
1 1 1 


in welcher die Summe der absolut kleinsten Reste (mod.m) der Summanden 
gleich zh ist. Der Satz (44.) geht dadurch in den folgenden über: 


a: (- 1%) = Ns = = nn m -1J); 

(s=0, +n, —n (mod.m), ZR(a,) = hn) 
hier ist mit R(a) der absolut kleinste Rest von a(mod.m) bezeichnet worden. 
Durch Summirung über alle zulässigen Werthe von A kommt: 


mh?’— (m— ?n)h 


61) Ne= 2a; (-1)= Ne - m, _y), 


(;=0, +n, —n (mod.m)) 





(60) Ns = 


S -M m 
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Für »=1 ergiebt sich aus (60.) und (61.): 


(62.) Ns Bi Fa: (1)? Zs N(s B mh’ — (m—2n)h &,; ). 


-) 


(a; =(, - (mod. m). ZR(a;) = Rh) 


- 2 .. mh’—(m—2)h . 
(63.) Ns = Za; -1%)= Ns = NT ae), 


2 ‚ih 
(,=0, +1 (mod.m)) 
Durch diese vier Sätze werden die Sätze (24.) und (43.) von Pen- 
tagonal- auf Polygonalzahlen ausgedehnt. 
Für m =2 folgt aus (62.) und (63.): 


(64.) Ns= 2942. +); -DHH)=Ng=1; (-1) 


(u-v=h) 
(65.) N(s = 5g+ B5 u.+ > Ss u,; (—1)!++r) = Ns=4; (—1)). (h =) 
1 u; h : 
Der Satz (64.) duch der Formel: 
—] Be In\ - f Fr ‚ 
AA l-g") = Hg. 
Setzen wir in a v+h für « ein, so wird: 
(s v}+ h v 
(66.) Ni: = + 2 ul4 2; (1) 2) = N(s = h” 
i 1 
und durch Summirung über alle ai Werthe von %: 
(67.) N(s = 39, +:u,+8&u; (-1)=N(s=#}), ( = 0) 


1 


Die Formeln (65.) und (67.) werden wir auch in der Form gebrauchen: 


- 


hf / Br. ; £ zZ Sharp +f ) , 4 
(68.) Ns=4rg+42u+42u; (—1)'r )=N(s =g; (-1)°), (= 0) 


/ 


(69.) Ns = = 1xg,+4 Eu); +4>u;: (-1)°) = N(s = g}). (9 = 0) 


In den Formeln (65.) ), (68.), (69.) wird durch das Hinzufügen 
der Bedingung h (bezw. g) = n u erinnert, dass die beiden Darstellungen 
=(+h)”, s=(—h) als zwei verschiedene, dagegen s=(+0)' als eine 
einzige zu zählen ist, so dass, wenn s ein Quadrat ist, N\s=h)=2, aber 
NO0=H)=1 zu setzen ist. 
Bezeichnen wir mit S,,(s) die Summe derjenigen Divisoren von s, 
welche in den Formen ma, ma+n enthalten sind, so liefert die Behandlung 
der Anzahldifferenz N(s = Za+hk.a,: Des), wo die Summanden « nur 
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jene drei Formen haben, wie bei (41.) die Recursionsformel: 


(70) Z-US,, (s- mk?’— (m— 2n)k ) a —.N(s = mh’ Ser Zn)h . » (68 1%). 








> 


_ 


Führen wir für die Anzahl der Zerlegungen einer Zahl s in beliebig oft 
genommene Summanden von den Formen ma, ma+n die Bezeichnung o,,(s) 
ein, so genügt diese Function der Recursionsformel: 


(71) (No, ER) = 0 
Aus dieser und aus (70.) ergiebt sich wie bei (42.): 
(72.) S,,.(s) ir z(-1) mhk" — (m—2n)k Onnl8— FESR,, 


2 











C 3.) 5 O n,n (8) - n Sun (8 Bin h) Onn (h). 


Bezeichnen wir ferner mit D,,(s) die Differenz zwischen der Summe der- 


jJenigen Divisoren von s, welche die Formen mu, mu+n haben, und der 


Summe der Divisoren von den Formen mg, mg+n, so ergiebt sich die 
Recursionsformel: 


(14) 23 =D 








m,n 


mk’—(m — 2n)k " mh?’-- (m — 2n)h 
a > ) =$, N (s — > ) e 


Fiihren wir .. die Reeursionsformel: 
mk?’— (m— ?n)k 
Zah TE) =0 


die Function Ö',„ ein, deren anzahlarithmetische Bedeutung leicht ersichtlich 
ist, so folgt wie oben: 


(75 


a 








(76.) D,.(6) & Pi un ai. „B d,.(s Ben den me ), 


h ud 


AT) Sm) = EDun—h)Imnlh). 


Setzen wir in (70.) m=3, »=]1, so erhalten wir die Eulersche 
Formel (41.) für die Divisorensummen. Setzen wirm=2, »n=1, so erhalten 
wir die Reeursionsformel: 

(78.) (1 S.(-1) = —8.Ns=4h; (N); > 0) 
es wird nämlich: 
S,,(s) = 28, ($)+S,(s) = 28, (s). 
Setzen wir in (74) m=1,n=(0, so wird: 
D,.(s) = 28, (s)—28,(s) = 2D(s), 


= 
Ri 
B: 
Fr 
Es > 
” 
E: 
a 
A 
3 
® 
2 
# 
B 
5 
2 
% 
i 
5 
x 


4 
: 
= 
ee 
Br; 
5. 7>, 
1 - 
I» 
® 

12 
Fi 
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wir erhalten also die Formel: 





(79.) ZD(s-— Sen )=s. N(s = # — )- (> 0) 


III. 
Aus (66.) folgt für gerade Werthe von s: 
2 N I 7 
N(s s=y3g +2u + zu) u  )= Ns=g': (-1)?), 
oder durch Summirung über alle zulässigen Werthe von g: 


4 4 -r q 


N(s = Sg+&ui+Zu); 1)" ? )=Ne=g; (-1°); (20) 


durch Anwendung von (16.): 


(80.) N(s — Zg+2Zu; (-1)) = Ne=g; Be („=0) 
Setzt man 2s für s, so kommt: 
83)  Ns=Za+=Zu; (-1I)=N6= 2; (-1)). (0) 
: [Dieser Satz ergiebt ohne weiteres die beiden Formeln: 
E (82.) Beer =N(s=24; (-1)*), (h: -0) 
(83.) t(s) = 2 E -D. o(s—2h).] 
Aus (66.) folgt für ungerade Werthe von s: 
Ze nr 
Ns = 29.4 2! + Zu; 4} " (u—r))=N(s= u; (1)? a 
(u—r=u) 
durch Summirung über alle in Betracht kommenden Werthe von «: 
E Ns = = 394 Su) +2 u: Rs di .(u-v)) = Ns=u; (—1) ’ u). 
i (u, = = uf.) (u>0) 


Diese Anzahldifferenz nimmt durch Zusammenfassen. der in den beiden 
Summen >, und &u, zugleich vorkommenden Summanden die Form an: 


ll hi 1 


N 4 v 4 
N(s = Ng,+22u,+ Fu.+ Su,; (—1) P .(u-r)). (+ u, +u),) 
1 1 1 
9% 
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Diese ist der folgenden gleich: 





) j, „ a 1 
2N(s na Zg+2Eu+ Zu, Sultan: (IE 
(wFu,#ur+u,) 
Denn aus allen Zerlegungen der Art: 
E ! .d „ 
zur Zu: (ul, #uj'.) 


erhalten wir durch Entnahme jedes Elementes der ersten und der zweiten 


Summe: 


7 Be. ’ | 
Zu. +2. +0, EL. . 2 
1 1 


u. 
($+h') 
Su, + Zur tu), Eee 
(W'$+h”) 
alle Zerlegungen der Art: 
Zu+Zul tu, (w.#u.+u,) 


En 


, 
aber jede zweimal. Zählen wir jede solche Zerlegung (—1) ° -mal, so 


1 
ame u m. Wir A ea ww 


den Beitrag (-1) ° u+(-1) ° v=(-]) ° (u-—rv) zu der Anzahl- 
differenz 


. r, nd ! A 7) . r, 
ergeben die aus derselben Zerlegung Fu,+ Fu; entspringenden Zerlegungen 
1 


: r e r—I’ 
E r Be Br 1 + 
N (s = 39, +28u,+ 3w+ 3 u.+u; (—1) R ); 
1 1 1 
2 . . . r R ' n [2 B 
also denselben Beitrag wie die Zerlegung F$u,+ $u,. zu der Anzahldifferenz 
1 1 


k-ıv—1 


le (u -))). 


2 u v 
N(s = Zg +2Eu+ &m+ ul; (-1) 
N 1 1 


Also ist in der That: 


7 4 f ’ E [7 2, IT 
N(s = 39, +23u,+8Wu+ 3u.; (—1) i (u—r)) 
1 1 1 
(w+u’$+ul.) 
*) T - ) So | E ! ; "_ “ A+ EN 
= 2.N (s = 39, +2 2u+ 3u+3u.+W; (—1) 2 ‚’ 
l 1 1 


(w„Fu,Fu)+u,) 


u 
[2 
hi 


4 
3 
T 





ER TRETEN RT RER EN LE Rd, 9 RER RN # „N . 3 








he en 
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Wenden wir jetzt wieder den Satz (16.) an, so wird die betrachtete 
Anzahldifferenz gleich: 


Z 
2.N(s = 39, +2 3u,+%; (1°). (u;$u,) 
1 
Diese stimmt mit der folgenden überein: 
h +, e -\ 
2.N(s = 39, +2Fu,-+u.u; (—1) } (= u,) 
| 
da je zwei solche Zerlegungen: 
) 7 
s = 3g+23%u-+u.u, (u;#u,) 
l l 
2 u IR 
s = 34, +23u+(u—2)u,, (u, 4) 
1 0 \ - 
u— 1 ’ u—3 
u 1 + > f u > . v 
den Beitrag (—1) * +(-]) = ergeben, also von diesen Zerlegungen 
nur diejenigen übrig bleiben, in denen v=1, «,+w, ist. Machen wir schliess- 


lich noch von dem Satze (80.) Gebrauch, so wird unsere Anzahlldifferenz: 


7 u—1 


2.Ns=g-+uu; (—-1)’ nn ); (0) 
also ist: 
9, ul u—1 
(84) Ns=g’+u.u,; 6-48 )=Nte=#; (-N)”’ #), 
=0) u—> 0 
für ungerade Zahlen s. Setzen wir für diese: 
v—1 
(85.) 1 = E2D’ 


d. h. x(s) gleich dem Ueberschuss der Anzahl der Divisoren von s, welche 
die Form 4»+1 haben, über die Anzahl derer von der Form 4»—1, so folgt 
aus (84.): 
q u—1 
(86.) =Z(-1)’26@-)=N(=w; (—1) ’ u). (> 0,9=0, +2, ...) 
Wir knüpfen noch einmal an den Satz (44.) an. Bezeichnen wir 
für den vorliegenden Zweck 


Ri u v * | 
N(s= 3a+8b+8c; (-1)**) FREE 
1 1 1 


mit D,, so lautet Satz (44.) 


D rf k’—k A f \ı 
D,—- ud 2 Se N\s Be ) mi) ); 


*) 
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und zwar für k>0. Dieselbe Formel gilt aber auch für k=0; denn 
setzen wir dann k= —k'+1, so folgt aus 





D.,—D,._, = N(s ee ) (DR), 


2 


vermittelst D,= D_,, dass auch 
R’—k | 
D,—D,_, — N(s De (-1%) 


ist. Ist nun zunächst s keine Trigonalzahl, und K so gewählt, dass 
K(K—1) R \ - . 
( 5 > s Ist, so giebt es keine Darstellung von s durch K verschiedene 


Summanden. Da folglich D,=0 ist, ergeben die Gleichungen: 


D;—-D,-, = 9, 
Di — Di: 0, 


| 


ete. bis zu 


D_inh-Dx =, 


dass alle Differenzen D, verschwinden; also auch ihre Summe, d.h. 


Ns= 24+&86+20; (Det) = 0. 
1 N 1 


. nn h’+h . 
Ist dagegen s eine Trigonalzahl s = mn so folgt, wenn K in derselben 


Weise eewählt wird. aus den Gleichuneen: 
Les) ) > 

D; —-D.. = 0, 

D,4: —D,;ı =, 


D,.+ı —D, 
D, -D,_ 


| 

er. 
je 
in ‘ 
+ 
$: 


D_.4ı -D_, =Q) 
D_, — D_,-ı (—1)", 
D_,.-ı Ze D_,-: 


\ 
= 


D_x4— D_;, = 0, 
dass zwar: 
D;=D,_\, =": '=Du=D_-=''=D_,=0 


Ei 
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ist, aber: 
D, — (—1)", also auch D._, u D,_; — + +. ZZ B; +1 = =:; (—1)"; 


folglich ist die Summe &D, = (—1)’(2h+1), d.h. 
87) N(e= at &8,+ 30; (-Dem)=Ne= tt, 1y@n4n)). 
Andererseits folgt aus (24.) ohne Weiteres, dass 

N(s = Sa+&b+ Ze; Dr”) = N(s= 8,+@,+0,; (-1)'*“+") 


ist; mithin ist auch: 


th 


88) Ne = 9,+0,40,; (-De)= (= tt, @n+n))) 


2 )) 
d. h.: 

Die Anzahldifferenz der geraden und ungeraden Zerlegungen einer 
Zahl s in drei Pentagonalzahlen ist im allgemeinen Null, aber gleich 


h De m. h’-+h 
(—1)'(2h+1) für jede Trigonalzahl —, 


_ 


- — Dabei wird eine Darstellung 


durch drei Pentagonalzahlen &+9®,-+@®, gerade oder ungerade genannt, 
je nachdem die Indexsumme A-+u-+rv gerade oder ungerade ist. 
Dieser Satz entspricht der Formel: 


30, 24 


+2 - 3 n ä 
2, De’) = SDe4Ne 


die sich schon in Gauss’ Nachlass findet, aber zuerst von Jacobi in den 
„Fundamenta nova“ mitgetheilt und später in der Abhandlung „Elementarer 
Beweis einer merkwürdigen analytischen Formel, nebst einigen aus ihr fol- 
senden Zahlensätzen“ (Jacobis ges. Werke Bd. VI, p. 2831—302) arithmetisch 
bewiesen worden ist. 

Jacobi zieht aus diesem Satze den Schluss, dass jede Zahl in der 
Form «’+2P°+3y°’+60° darstellbar ist. Da ferner identisch: 


+2 ++ = AH HH B+F HIN +Y— 20) 


ist, folgt daraus, dass sich auch jede Zahl als Summe von vier Quadraten 
darstellen lässt. — 


[Aus (87.) und (88.) folgt für die Anzahldifferenz; 


1 a | bo 
N (s = zur = b;: (-1)?*r) —— N(s =W,-+ 77 7 (-1)**) = N (s) 
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die Reeursionsformel: 


(89)  Z(-IYNG-8) = Ne = 7; (-1@R-+H1)), 
also nach (29.): 


(90) Ne=@+9, (-DtN)= zZ, -D'@h+1)o(s-"F*)] 


1 


Den Satz (87.) brauchen wir in der Form: 


# 4 1 v 7 —| 
(91.) Ns= 1482048 26,+8 80; DH) N(s= u; (1) ’ u). 


(u > U) 


Durch ar, der Sätze (59.), (68.), (69.) ergiebt sich: 


N(s= 1+52 > +88b,+88e, 
)’ i v_ N i 
+5 3a +4 3u+43e, 
1 1 1 
+8 8a +4 Eu) +48): (_1yP+74 nr) 
1 


= Ne=gH4gtu; DD’) Wed =, m>0); 

fassen wir 

SFb-+48u, in 4b! 
und 

8Fc,+4F8v in 48 

- ) E ' * u 1,5 En N \ < 
zusammen, wenden dann auf Ib,+3«, und auf Fei+$e; den Satz (12.) 
ı 1 


an. so wird: 


Nis ==}. r°2 > a;—+ > a;- 183 x. a De + )= N(s —— g+g+tu; (—1) a) 


\ 
=, 9 0, u, >0) 
oder, nach (91.): 
u—1 
(92) Nls=sg-Hgtu; 1)? Br =N(s=w; (-1)’ u). 
= v0, 9, = a 0) (u>0) 
Dieser Satz entspricht der bekannten Formel: 
xy m? nm? z re —— z pP n——lD, 2... o\ 
(49) .=q <q er (1) u ; umL3&... 


oder in der Jacobischen Bezeichnung: 


9,00)9(0)9;(0) = 310) 
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Fihren wir jetzt die Function ein: 
(93.) ed) =Ne=gtu) (10, u >0) 


so liefert (92.) die Recursionsformel: 


q = U 
(94.) =(—-1)’z(6s-g)=N(s=uw; (-1)’ W; W>0Uo=0, 4%, #4...) 


\ 
Da diese mit der für die Function %(s) gefundenen (86.) überein- 
stimmt, so ist für jede ungerade Zahl s: 
03 \ re  B 
(99.) x(s) = x(8), 
d. h.: Jede ungerade Zahl lässt sich ebenso oft als Summe zweier Quadrate 
darstellen, als der Ueberschuss der Anzahl ihrer Divisoren von der Form 





1 4n-+1 über die Anzahl ihrer Divisoren von der Form 4»—1 angiebt. — 
Dabei sind die beiden Darstellungen (+g)’+w und (—g)’+uw’ als zwei ver- 
schiedene, aber für g= 0 als eine einzige zu zählen. 

; Aus jeder Darstellung einer ungeraden Zahl als Summe zweier 
R Quadrate: 

i s=u+g, 

: folgt eine solche für 2s: 

| 2s = ju+tg + -g = ut 


und umgekehrt. Der Vertauschung von g mit —g entspricht die von a, 
mit z,. Zählen wir demnach die Darstellungen «+ und »+u, als zwei 
verschiedene, so besteht der Satz: 


SALE ER ET 


Das doppelte jeder ungeraden Zahl s lässt sich als Summe zweier 
Quadrate (positiver Zahlen) so oft darstellen, als der Ueberschuss der An- 
zahl ihrer Divisoren von der Form 4»-+1 über die Anzahl ihrer Divisoren 
von der Form 4»—1 beträgt: 

(96.) N2s=a+b)=y(s, s=1 (mod.2). 


Dieser Satz entspricht der Formel: 





kr a ne Re ELLE 


\2 


tt +) = rw.g", 
die von Jacobi aus den in den „Fundamenta“ p. 103, (5.) und p. 184, (7.) 
enthaltenen Formeln durch Vergleichung 
Werke Bd. 1] p. 159, (5.) und p. 235, (7.)). 
Jacobi bewies den Satz (96.) später arithmetisch in der Abhandlung 


gefolgert wurde (Jacobis ges. 


„De compositione numerorum e quatuor quadratis“, indem er sich dabei auf 
den schon Fermat bekannten speciellen Fall des Satzes für Primzahlen stützte. 
Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 1. 4 





aan - 


DD 
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Da sich alle Zahlen von den ungeraden und ihren Doppelten nur 
durch gerade Potenzen von zwei als Faetoren unterscheiden, so folgt leicht 
aus (95.) und (96.), dass allgemein der Satz gilt: 

Jede Zahl lässt sich so oft als Summe zweier Quadrate (nicht nega- 
tiver Zahlen) darstellen, als der Ueberschuss der Anzahl ihrer Factoren 
von der Form 4»-+1 über die Anzahl ihrer Factoren von der Form 4n—1 
angiebt; bezeichnen wir verallgemeinernd auch diese Function mit %(s), so 
ist also: 

(97.) Ns=a+b)=y(), (a0, bb). 

Man findet leicht, dass sich die Anzahl Nee = “++ ;) einerseits 

durch &sy(s—w”), andererseits durch = Bu z(s-w) ausdrücken lässt, wo- 


dureh man die Formel erhält: 


(98.) 2 (s—-3u)y(s—u) = 0; 


hier ist s eine ungerade Zahl von der Form 8» +3. 

Bezeichnen wir die Anzahl der primitiven Darstellungen einer Zahl 
s als Summe zweier Quadrate, d. h. derjenigen Darstellungen, in denen die 
beiden Quadrate theilerfremd sind, mit X(s), so ist offenbar: 


| u 
09 \ la) — I) 
(99.) (8) = EX), 

wo die Summe über alle quadratischen Theiler d’ von s zu erstrecken ist. 


Denn jeder Darstellung von s, in welcher die beiden Quadrate den grössten 
gemeinsamen Theiler d’ haben, entspricht eine und nur eine primitive Dar- 


Ss 
d’ 
Ist s= 5.1" 2” ...P,”, Pıs Pay ++, P, Prim, s, ohne quadratischen 


stellung von 


Theiler, so wird die Summe 


z(— ala Pr) ni ir 9) 


erstreckt über alle Arten, aus den v Primzahlquadraten p}, ..., p, irgend 
h(h=0,1,2,...,r) auszuwählen, nach as gleich: 


Z(-1X(- 





Pi :Pi, -); 


dieser Summe kommt irgend ein Glied X( 8) so oft vor, als die 
Summe >(—1)', erstreckt über alle Möglichkeiten, von D’ ein Produet von 
h Primzahlquadraten als Factor abzutrennen, angiebt, eine Summe, die offen- 
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bar verschwindet, wenn D auch nur einen Primfactor enthält, die aber für 
D=1 den Werth Eins annimmt; also ist die Anzahl der primitiven Dar- 
stellungen einer Zahl s als Summe zweier Quadrate: 


\ f N en u h, ( Ss \, 
(100.) X) = NG) 
(Pi: .... Pi, =Pı: Par --»-» pP.) 


IV. 

Wir wenden uns nunmehr zu der Darstellung der Zahlen als Summen 
von vier Quadraten. Die Grundlage für diese Untersuchungen bildet der 
von Jacobi aus der Formel: 

Z) = IS,08)g* 


(u=1,3,5,...) (s=1,3,5,...) 
gefolgerte Satz: 


Das Vierfache einer ungeraden Zahl s lässt sich so oft als Summe 
von vier Quadraten positiver ungerader Zahlen darstellen, als die Divisoren- 
summe von s angiebt. Hier sind zwei Darstellungen als verschieden zu 
zählen, wenn sie sich auch nur durch die Reihenfolge der Quadrate unter- 
scheiden. 

Die obige Formel erhielt Jacobi durch Vergleichung der beiden 
Formeln, welche in den „Fundamenta‘“ pag. 106, (35.) und pag. 184, (7.) 
(Jacobis ges. Werke, Bd. I pag. 162, (35.) und pag. 235, (7.)) zu finden 
sind. Jacobi gab später einen arithmetischen Beweis des betreffenden Satzes 
in der schon oben eitirten Abhandlung „De eompositione numerorum e quatuor 
quadratis“ (Werke, Bd. VI, pag. 245—251). 

Dieser Jacobische Beweis ist später von Dirichlet vereinfacht worden 
(Lioweille, Journal de Mathematiques pures et appliquees, Serie II, tome I”, 
pag. 210—214.) 

Unsere Art zu schliessen, würde auf denselben oder einen ähnlichen 
Beweis geführt haben. Wir folgen daher im Wesentlichen der Dirichletschen 
Darstellung desselben, an der sich noch eine weitere Vereinfachung an- 
bringen lässt. 

Die Anzahl: 

Nds = u ++ u, +u,) 
stellt sich als die Summe dar: 
ZN(2s, = u +). N(2s, = W-+u)), 
zu erstreeken über alle ungeraden Zahlen s, und s,, deren Summe s,+s; 
4* 
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gleich 2s ist. Nach (96.) wird diese Anzahl: 





=, 6)2 8), 
(1 +2 = 2%) 
d. h. nach (85.): 
Bid Bad u Bee 1 
a "eh; 
(sı +s2 = 25) (uı u) + u9 un = 28) 
' 


4 
(u uı =$j, ugua=s2) 


oder, was dasselbe ist: 


Uy—Us 


N2=wuwtnu; (-1) ? ). 
Zählen wir diejenigen Zerlegungen 2s = ww,-+w;u, besonders, in denen 
”, = 9, Ist, so können wir in den übrigen annehmen, dass #, > «, ist, wenn 
wir ihre Anzahl verdoppeln. Die Anzahl wird also: 


N(2s = uw +w))+2N2s = wu tu; (-1) ’ ). 


Die erste Anzahl wird gleich: 


! ’ 
ar U-r-Un 
zZ Nu = HT), 
$ _ 


uu’= 


3 ! 
. u (IB) 
N (u == 2) = u 


oder, da 


ist, gleich: 
Zu = S,(s). 


uu’==$ 


In der zweiten Anzahl setzen wir: 


! ! 
DE iz 
>) =4d, > ni 


pi _ 


so dass 25—a; > 0 ist, dann wird dieselbe: 
Ns=a.u+bw; (-1)). 

Betrachten wir au +bw,=s als Gleichung zur Bestimmung von «, und %,, 
so besitzt dieselbe bekanntlich, wenn sie überhaupt in positiven ungeraden 
Zahlen «,, «, auflösbar ist, eine und nur eine redueirte Auflösung, in welcher 
a, <2b ist. Ordnen wir je zwei zu (a,b) und (b,a) gehörige redueirte 
Darstellungen von s einander zu, so liefern dieselben zu der Anzahl den 
Beitrag (—1)°-+(—1)’, welcher verschwindet, weil von den beiden Zahlen 
au, und bw,, also auch von den beiden Zahlen a und b die eine gerade, 
die andere ungerade sein muss. Mithin ist: 


N(s=au+bu; (—1)) (uw < 2b) 


3 E 
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gleich Null, also für s=1 (mod.2): 
(101.) N4s=wuwtwu+u-+u)=S,(s), W>% u>0 u>0,w>0) 


wie oben bereits ausgesprochen wurde. Hieraus können wir eine der 
Reeursionsformel (98.) analoge Formel für die Divisorensummen ableiten. 
Denn zählen wir jede von den Zerlegungen einer Zahl 8s+5 in eine Summe 
von fünf ungeraden Quadraten w’-mal, wenn sie das Quadrat « an einer 
der fünf Stellen enthält, so wird die Gesammtanzahl einerseits durch 


BE - 8s-+5—u? ’ Dr a un 
(8s-+5)2 S,( — an — ); andererseits durch 5 3 u’ s,( iu, 7 = ) ausgedrückt. 
Setzen wir «= 2%k+1, so folgt daraus: 
. .„ k(k-+1) i 
(102) 28-50 ).5,(241-k(k+D)) = 0, 


eine Recursionsformel für die Divisorensummen ungerader Zahlen. Für 
gerade Zahlen 2° wird: 
S,(2’u) = (2°+'—-1)8, (u). 
Die Formel (102.) ist von Liouwille aus der Gleichung: 
kk-+1) x 4 

(34 a ) = 28,(2s+1l).g " AUERER 
gefolgert worden, die aus der oben eitirten unmittelbar folgt. (Liouvilles 
Journal Ser. II, Bd. I pag. 349 — 350.) 

Es ist im Folgenden nothwendig, bei der Darstellung der Zahlen als 
Summen von vier Quadraten @+b’+c’+d’ für a, b, c, d positive, negative 
und verschwindende Werthe zuzulassen. Wir wollen daher (101.) in die 
Form setzen: 

(103.) NAs=wtun+w+u)=168S,(), s=1 (mod.2). 


ed 
1? 4 


“ 5) 


Wir suchen jetzt die Anzahl der Darstellungen einer ungeraden 
Zahl s als Summe von vier Quadraten a’ +b’+c’+d’. Da von den Zahlen 
a, b, c, d eine oder drei ungerade sein müssen, folgen aus jeder Darstel- 
lung von s: 
s= a+b’+c+d 
zwei Darstellungen von 4s: 


4s = wtwtw+tu;, 
nämlich: 
ds = (a+b+c+d) +la+b—-c—-d)+(a—b+c—d) +(a—b—-c+d), 
4s = (-a+b+c+d)+la-b+c+d)+(a+b—c+d)+(a+b+c-d). 
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Umgekehrt folgt aber aus jeder Darstellung von 4s: ds =wtu+u-+u} 
eine Darstellung von s: s=a’-+b’+c’+d’; und zwar muss man setzen, 
wenn %,-+%+%;-+%, durch 2 aber nicht durch 4 theilbar ist: —a+b-+c+d=u, 
ete., woraus folgt: 

’ 9% +u,+u,+u R 

2a = ee Alszarn. ete.; 
ist aber ©,+%,+9;4 u, durch 4 theilbar, so setze man: a+b+c+d=u, ete., 
daraus folgt: 


“w+rW,tutru 


4 etc. 


Dadurch sind die Zerlegungen s=a’+b’+c+d und ds = "+wu+w-+tu 
einander ein-zweideutig zugeordnet; also ist: 
NAs=u+m+0+W) = 2N(s = a’+b’+c’+4d), 
d. h. nach (103.): 
(104.) Ns =a-+b+ce+d)=8S,(s), s=1(mod.2). (a, bo, d= 0) 


Daraus folgt: 


l 


NAs=g+tgR+gG+g)= 88,6), s=1(mod.2); (9. 9, 9 = 0) 


also durch Verbindung mit (105.), wenn wir bedenken, dass in den Dar- 
stellungen von 4s als Summe von vier geraden und als Summe von vier 
ungeraden Quadraten alle Darstellungen von 4s als Summe von vier Qua- 
draten enthalten sind: 


(105.) N(4s = a’ +b’-+c’+d’) = 248, (s), s= 1 (mod.2). (a, b, co, d- 0) 





Aus jeder Darstellung von 4s als Summe von vier Quadraten: 4s = a’+b’+c’+d’ 
folgt aber eine von 2s: 


u HH), 


und umgekehrt, also ist auch: 
(106)  N@s = a’+b’+0’4+d’) = 248,(8), s=1(mod.2). (a, b, c, d=0) 


Da sich nun alle geraden Zahlen aus den Doppelten und Vierfachen 
der ungeraden Zahlen durch Hinzufügung einer geraden Potenz von 2 als 
Factor ergeben, so folgt unschwer aus (105.) und (106.): 


(107)  Ns=a’+b’+c’4+d’) = 248,(s), s=0 (mod.2). (a, b, c, d=0) 
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Bezeichnen wir mit N(s) die Anzahl N(s=a’+b’+e’+d), (a,b,ce,d 0), 
mit N(s) die Anzahl der primitiven Darstellungen von s als Summe von 
vier Quadraten, so ist wie in (99.): 

u > $ 
(108.) N() = ZN(-,), 
7 \ d 


die Summe erstreckt über alle quadratischen Theiler d’ von s. Ebenso 
wie (100.) ergiebt sich: 


109. Bu 5) 
(109.) (8) 1 N( Zr) 


wo die Summe zu erstrecken ist über alle Möglichkeiten, » Primzahlquadrate 
von s als Factoren abzutrennen. 
Wir führen jetzt die Bezeichnung ein: 
Ns = a’+b’+c+d) = Y,, 


VO<a<b<ce<d) 


N(s=a’+b’+2cC) =9,, 
VO<a<b;0<c; a+c; b+c) 

N(s = 2a°+2b‘) == (Pa>, 
(O<a<b) 

N(s = a’+3b‘) = (3, 
<a: O<b; a+b) 

N(s = 4a‘) =, 
(  «* a) 

N(s = a’-+b’-+c‘) =(,, 
O<a<b<.e) 

N(s = a’+2b‘) ee 
<a; Oo<b; a+b) 

rs € EN Ben ! 

N(s = 3a‘) = 0, 
(0 <a) 

If mr > £ IN 4 Zj 

N \$ ns Ad “ b J u (fi . 
O<a<b) 

N(s = 2a’) = ph, 
(0 <a) 

N(s= a‘) =, 
(U <a) 


indem wir der Kürze halber das Argument, welches im Folgenden immer 
gleich s ist, fortlassen. 
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Bei richtiger Abzählung der Zerlegungen wird jetzt: 
Ns = a +b’+c+d) = 24.2°9,+12.2’9,+6.2*9,,+4.2*95-+24.2°p, 
(110.) (a,b, c,d= 0) 





+12.2°9+4.2°9,+12.2°47+6.2°9, 44.29. 
Ist jetzt s eine ungerade Primzahl, so wird: 9, =, == =yı =, 
also folgt aus (104.): 

(111.) 1S,(s) = 249, +12, +4p;+12p, 4694 3y\. 

Wir betrachten der Reihe nach die vier Fälle, dass s eine Primzahl 
von der Form 42-+1, 8n-+1, 8n+3, 6»+1 ist. 

Ist erstens s=4n+1, so ist 4S8,(s) = 2n+1, also folgt aus (111.), 
dass p, ungerade ist, d.h. jede Primzahl von der Form 4»-+1 lässt sich 
auf wenigstens eine Art als Summe zweier Quadrate darstellen. Dass sie 
sich nieht auf mehr als eine Art so darstellen lässt, ist leicht zu zeigen; 
denn wäre: s=w@+g =w+-g,, so würde aus 


uru, um _ 9tI 979 
2 2 en 2 2 
u+n . | -— a u a 
folgen, dass — „ ' in zwei Factoren zerfällt, von denen der eine in "",-, 


. a . 
der andere in -”',”- enthalten sein muss: also 
uru, _ 9+49, Er 
=, 5 -=ub, 
uU—Uu, 


a6 
— bb,. yı = I — a,b, 


>) 
woraus folgt: 
u = aa,+bb,. 
g = ab,-ab, 
s = (aa, +bb,) +(ab,—a,b) = (a +b’).(a,-+b}), 
so dass s keine Primzahl sein könnte. 
Ist zweitens s=8n+1 (prim), so ist nach dem Vorhergehenden 
py, =1: und da 18,(s)=4n-+1 wird, folgt aus (111.): 
2n--1 = 129, +59, +29; +6, +39:, 
d.h. == 1 (mod 2), also nicht Null. Da man wie oben zeigen kann, 
dass eine Primzahl sich nicht auf mehr als eine Art in der Form a’-+2b’ 


darstellen lassen kann,.so ist: 
N(s=a’+2b’)=1, s=8n+1 prim. 
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Ist drittens s=8n+3 (prim), so ist 9, =0, 18,()=4n+2, also 
nach (111.): 
Zn+1l = 129, +659,+29, +69, +39, 
d.h. 9, ==1 (mod 2), woraus wie oben folgt: 
N(s=a+2b’))=1, s=8n+3 prim. 
Ist viertens s= 6r+1 (prim), so ist 4S,(s)= 3n-+1, also nach (111.): 
3n+1l = 249, +12, +49 +12 +69 +3Y}: 
daraus folgt: 9, ==0 (mod 3), und, wie früher: 
N(s=a’+3b’) =1, s=6n+1 prim. 
Um weitere Schlüsse zu ziehen, wollen wir zunächst zeigen, dass 
jede ungerade Zahl s,, welche eine Zahl von der Form a,+eb) (e=1,2, 3) 
theilt, und zu a, und 5, relativ prim ist, selbst in der betreffenden Form 
a’+eb’ enthalten sein muss. Denn ist ss, =a/+teb;, so können wir an- 
nehmen, dass a,, b, bereits auf ihre absolut kleinsten Reste (mod s,) redueirt 


1-te , 


i $, er u u 
sind, dass also [|< 5-, |b,| <5 ist. Daraus folgt: s,s, < Si, also in 


jedem der drei Fälle e=1, 2, 3:s, < s,. 
Redueiren wir jetzt a, b, (mod s,) auf ihre absolut kleinsten Reste 
a,, b,, und wird dadurch s,s; = @-+eb}, so ist auch s, < s,; aber aus: 


|| 


a=a, b,=b, (mods,) 
folgt: 
aa+:.bb,=a+Eeb) =0 (mod s,) 
und: 
ab—ab, =0 (mod s,): 


also wird 
8,8, :5,5: = (a+Eb)) (m +Eb;) = (aaa+eb,b,)’+8(a,b,—a,b,)' 

durch s? theilbar, so dass s,s,; = a’-+eb’ wird, wo »<{s, ist. Fahren wir 
mit der Reduction weiter fort, so wird das letzte Glied der abnehmenden 
Reihe s,, 8, $, ... schliesslich gleich Eins. Dann ist s, in der Form 
a’+eb’ dargestellt. Eine ungerade Zahl von der Form a’+eb’ hat also für 
e=1 nur Theiler von der Form 4r+1, für e=2 nur solche von den 
Formen 8r+1, 8n+3, für e=3 nur solche von der Form 6r+1, abge- 
sehen von einem beliebigen quadratischen Factor. Die geraden Zahlen 
erhält man aus diesen durch Hinzufügen einer Potenz von 2, deren Ex- 
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ponent jedoch für e= 3 gerade sein muss. Dadurch sind wir in den Stand 
gesetzt, alle in den drei Formen a’+b5?, a’ +25’, a’+35? enthaltenen Zahlen 
anzugeben, und auch die Anzahl der Darstellungen ist leicht zu berechnen. 

Kehren wir jetzt zu der Formel (110.) zurück und schliessen wir 
alle Zahlen von der Form a’-+eb? (e=1, 2,3) auch für verschwindende 
Werthe von a aus, so ist für jede andere Zahl s: 


m 


= p-pZpZysisp=p =I, 
also: —S, ()=2p,+9.+9,; d=1 oder 3, je nachdem s ungerade ist oder 


nicht. Wir suchen diejenigen Zahlen, für welche 9-+9,, also auch 2 .S,(s) 


ungerade ist. Da s nicht in einer der Formen a°’-+eb? enthalten sein darf, 
so enthält es entweder eine ungerade Potenz einer in keiner der Formen 
4n+1, 8n-+-1, 8n+53, 6”+1 enthaltenen Primzahl p, oder es enthält un- 
gerade Potenzen zweier Primzahlen p und g, die nicht beide zugleich in 
einer und derselben der drei Zahlenarten 


1) 4n+1, 2) 8n-+1, 8n+3, 3) 6n-+1 


enthalten sind. 
Im ersten Falle kann der betreffende Primfactor p nur von der Form 
24n—1 sein. Ist s=p’g’r ..., so wird S,(s) bekanntlich gleich: 


AH ET FH NH Hr N, 
also, da « ungerade gleich 2«@+1 ist: 
A+pA+p+p + Hp )A+gr +) A+r- +4) 
Da ferner p = 24n—1 ist, so wird 35.0 ungerade dann und nur dann, 


wenn z» ungerade =2m+1, « gerade =2«, und alle übrigen Expo- 
nenten /, y etc. gerade sind. Also für s=p"“*'.R’, p= 48m-+23 prim, 
ist 9+9g, = 1(mod 2). 
Im zweiten Falle hat s die Form: s=p’g’r’..., wo @« und $ un- 

gerade, p und q zwei nicht in derselben der drei Zahlenarten: 

1) 24n+1, 24n+5, 24n+13, 24n +17, 

2) 24n+1, 24n+11, 24n-+17, 24n-+19, 

3) 24n+1, 24n+7, 24n+13, 24n+19 


enthaltene Primzahlen sind. 
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Folgende sechs Fälle sind möglich: 


1) p=24m+5, gqg=24n-+7, 
2) p=24m+5, qg=24n-+l1l, 
3) p=24m+5, q=24n+19, 
4) p=24m+1, q=24n+1l, 
5) p=24m+T, q=24n-+17, 
6) p=24m+1l, g=24n+13: 
z S,(s) = 2 (l+p+ + +p) (++ +gN)(l+r+ +4). 
oder, «= 2«@+1, ?=2P'+1 gesetzt: 
EECHOBESBENG EN TER IE N mama n oTeuN user DT0EE une Due 


A+PA+g 


nur im zweiten, 
24 


dieser Ausdruck kann wegen des Factors 
dritten und sechsten der obigen sechs Fälle ungerade werden. Damit $ S,(s) 
ungerade wird, ist ausserdem erforderlich, dass «@', 9, y ... gerade werden. 
Indem wir diese drei Fälle mit dem Obigen zusammenfassen, können wir 
den Satz aussprechen: 

Die nicht in der Form a’+eb’(e=1, 2, 3) enthaltenen Zahlen besitzen 
im allgemeinen eine gerade Anzahl von Darstellungen in der Form 
a’+b’-+zc? (e=1,2); eine ungerade Anzahl besitzen nur die Zahlen von 
der Form p"+'.g’*'.27.R’, wo p und qg Primzahlen sind und einer der 
vier Fälle stattfindet: 


p=48m+23, q=1, 

p= 24m-+5, qg=24n-+l1l, 
p= 24m-+5, q= 24n—), 
p=24m+1l, q=24n-—11l. 


Beachten wir, dass jeder Darstellung der Zahl s: 
s = a +b+20° (O<a<b;0<c;a+c,b+ec) 
eine solche von 2s: 
2s = aitbi+tcı, O<a <b;0<e,) 
nämlich: 
2s = (b-a) +(b+a)'+(2c)' 
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ein-eindeutig oder ein-dreideutig zuzuordnen ist, so können wir den obigen 
Satz auch so aussprechen: 

Eine nicht in der Form a°’+sb’ (e=1,2,3) enthaltene (also ins- 
besondere jede in der Form 24»—1 enthaltene) Zahl und ihr Doppeltes be- 
sitzen im allgemeinen eine gerade Anzahl von Darstellungen in der Form 
a+b+ce !<a<b<oe); eine ungerade Anzahl besitzen nur die oben 
angegebenen vier Zahlengruppen. 

Aus der Gleichung (110.) ist für gerade s noch ein anderes Resultat 
zu ziehen. Betrachten wir dieselbe modulo 3, so ergiebt sich, dag, =g, ist: 
8p,+4yp, =0 (mod.3). Ist zunächst s nicht das Dreifache eines Quadrates, 
so it ,=0, also ,=0 (mod.3). Ist s= 3a’, also = 12c’, so ist , =1, 
also 9, = 1(mod.3). Schliessen wir aber die Darstellung 12c’ = (3c)’+3.c’ 
aus, so ist auch in diesem Falle, d. h. für jede gerade Zahl, % = 0 (mod.3). 
Aber für s= 27 *"\,u ist = 0; und für s = 2” folgt aus jeder Darstellung 
von s als «’+35b’, da a und 5 durch 277" theilbar sein müssen, eine solche 
von 4a: also: 

N4du=a+5b')=0 (mod.3); (a,b, a—b|, a—3b > 0) 

2D. 
4.7 = 1?+3.3°’ = 4°+3.2° = 5’+3.1”, 
4.13 = 2?+3.4° = 5°+3.3° = 7’+3.1”. 


Unsere Untersuchungen, die wir hiermit vorläufig abschliessen wollen, 
rechtfertigen in ihren Methoden und Resultaten den vorgesetzten Titel. 
Namentlich zeigt sich dies bei den grundlegenden Sätzen; z. B. beruht der 
Beweis der Sätze (64.) ff. nicht auf der Eigenschaft eines Quadrates A’, 
sich als Produet zweier gleichen Zahlen, sondern sich als die Summe 
1+3+5-+:-+(2h—1) darstellen zu lassen. 
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Zusatz zur Abhandlung: „Zerfällung der lemnis- 
katischen Theilungsgleichung in vier Factoren“. 
(Dieses Journal Band 110, S. 42.) 

(Von Herrn K. Schwering in Düren.) 





Die Theilungsgleichung Y,(2*) = 0 besitzt, wenn man «!=z+1 
setzt, die Eigenschaft, dass ihre Coeffieienten der Reihe nach durch gewisse 
Potenzen von 1-+i theilbar werden. Man sehe Seite 44, 46, 69 und die 
Formeln (7.) und (7*.) obiger Abhandlung. Für diese wichtige Eigenschaft 
der Theilungsgleichung kann man einen zweiten Beweis führen, der die- 
selbe als Folge einer bemerkenswerthen Umformung der Gleichung er- 
scheinen lässt. Ich will den Beweis kurz andeuten wie folgt: 

1) Die Gleichungen (6.) und (6) zeigen, dass für jede ungerade 
primäre Zahl 7 die Multiplication bewerkstelligt werden kann durch einen 
Ausdruck von der Form: 


(1+9"gp,(2) = Hit, u), 
wo H eine homogene ganze ganzzahlige Function der Grössen 


t= «—1+2i, u=1+(-1+2)r 


ist vom Grade u = IT; q= N(n). 


+ 


2) H(t, u) verschwindet also für alle Werthe x’ =y/;, folglich für 


i Yr—1+2i er Yr+ind(—1+2i) i 


ı DeHmT nn 
Die Gleichung P=0, deren Wurzeln diese Quotienten für r=0, 1, 
u—1 sind, ist ganzzahlig und vom Grade «u. H(t, «) unterscheidet sich also 


i 


! ce 
von u" P( =) = H,(t, u) nur durch einen Zahlfactor, 


. r [2 t * 
Dieser Zahlfaetor ist unter der Annahme —- = 1 durch Bestimmung 











‘ 
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des Produetes 


n E 
I er 1 


(mit Hülfe der Abh. des Verf. dies. Journ. Bd. 107 Gl. 66 und 89) leicht 
als eine Potenz von 1-+-i erweisbar, und so folgt 
(I+ÜFp,(e) = rt Ttatat Rute), 
wo J eine reelle und a, a, u. s. w. complexe ganze Zahlen sind. 
3) Hiermit sind die genannten Sätze bewiesen, wie sich aus den 
Gleichungen 
ı*—-1=3=1t-2i, u= (—1+2%3)3+2:i; 
x +1=z=1+2+2, u= (—-1+20)2+2—-2i; 
«—1l-2i=3=t-4, u=(—1l1+2)3—4 


sofort ergiebt. 











Ueber windschiefe Flächen vierten Grades mit 
drei Doppelgeraden. *) 


(Von Herrn D. Segen in Agram.) 


1. Jede windschiefe Fläche kann als Ort von Geraden angesehen 
werden, die einander zugeordnete Punkte auf zwei CUurven (€, und C,, ver- 
binden (p und p’ mögen die respectiven Ordnungszahlen sein). Man ordne 
nämlich jedem Punkte auf C, m’ Punkte auf C, zu, und umgekehrt werden 
jedem Punkte auf C, m Punkte der C, als zugeordnet gedacht. 

Diesen allgemeinen Standpunkt benutzend, erzeugt man auf folgende 
Weise windschiefe Flächen mit drei Doppelgeraden. 

Es sei in der Ebene « ein Kegelschnitt ©, gegeben; ferner nehme 
man eine Gerade g an, doch — der Allgemeinheit wegen — so, dass ihr 
Durchschnittspunkt (ge) = A nicht auf der Curve ©, sei. Der Punktreihe g 
ordne man projeetivisch eine quadratische Punktinvolution P', P’ auf der 
C, zu, deren Pol B irgend ein Punkt der Ebene « sei. Die Zuordnung 
sei aber so hergestellt, dass dem Durchschnittspunkte (ge) = A, als Punkt 
der Reihe g gedacht, jenes Paar A’, A’ in der Involution entspreche, welches 
mit A auf einem Strahle liegt. Es schneide also die Gerade AB den Kegel- 
schnitt in dem Paare A’, A”. Die Verbindungsgeraden eines laufenden 
Punktes P der Reihe g mit den entsprechenden Paaren P', P’ in der Involution 
auf C, erzeugen eine windschiefe Fläche ®P. 

Es ist nun unmittelbar Folgendes ersichtlich: 

a) Die Gerade g ist eine Doppelleitlinie der Fläche. 


") Im CIV. Bande der südslavischen Akademie der Wissenschaften und Künste zu 
Agram erschien von demselben Verfasser eine Abhandlung in kroatischer Sprache, in 
welcher der Grundgedanke dieser enthalten ist. Vorliegendes ist theilweise eine Wieder- 
gabe in etwas abgekürzter Fassung, theilweise wurde manches ergänzt und in anderer 
Art dargestellt. 
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b) Die Gerade AB=d hingegen ist eine Doppelerzeugende auf der 
Fläche, da sich in ihr zwei Erzeugende AA’ und AA” vereinigen. 

c) Der Kegelschnitt €, ist aber eine einfache Curve auf der Fläche. 

d) Die Involution J, auf der Curve (es sei hiermit jene bezeichnet, 
deren Pol der Punkt B ist) besitzt zwei Ordnungs- oder Doppelpunkte M' 
und N, die reell, zusammenfallend reell, oder auch imaginär sein können. 
Jedenfalls entsprechen den Ordnungspunkten M', N’ respective zwei Punkte 
M, N der Punktreihe g, über deren Realität wir uns erst später Rechenschaft 
geben werden. 

Die Verbindungsgeraden MM’ und NN’ müssen als singuläre Erzeu- 
gende angesehen werden, denn längs ihnen ist die Fläche nicht windschief, 
sondern sie besitzt die bestimmenden Merkmale der abwickelbaren Flächen. 
In jeder singulären Erzeugenden nämlich vereinigen sich zwei unendlich 
nahe benachbarte Flächenerzeugende, wodurch sich eben diese singulären 
Erzeugenden auch von der Doppelgeraden unterscheiden. 

e) bezeichnen wir mit #, und £, die aus dem Pole B möglichen 


Curventangenten an C,, so ist ersichtlich, dass die Ebenen & = = (Mt,) 
und = (Nt,) die Fläche 2 längs der respectiven singulären Erzeugenden 


berühren. Diese dadurch besonders ausgezeichneten Ebenen sind die Cus- 
pidalebenen der Fläche. 

f) Es ist nun sicher, dass die Cuspidalebenen &,, & und die beiden 
Cuspidalpunkte M, N, wie auch die singulären Erzeugenden MM’ und NN 
nur dann reell sein können, falls es auch die Doppelpunkte M', N’ der In- 
volution J, sind. 

2. Um weitere Eigenschaften der Fläche 2 aufzufinden, bemerken 
wir, dass der Pol B der Scheitel eines in der Ebene « sich befindenden 
Strahlenbüschels o ist, und dass sich auf jedem Strahle ein Punktepaar der 
Involution J, befindet. Projieiren wir aus dem Punkte B auch die Punkt- 
reihe, deren Träger die Gerade g ist, so entsteht dadurch ein in der Ebene 
(Bg) liegender zweiter Strahlenbüschel o,, der mit dem erstgenannten Strah- 
lenbüschel o nieht nur projectivisch ist, sondern sich in perspectiver Lage 
befindet, da sie beide den Strahl BA gemeinsam entsprechend haben. Solche 
Büschel sind stets als Schnitte eines Ebenenbüschels mit ihren respectiven 
Ebenen — hier mit den Ebenen « und (Bg) — aufzufassen. Die Axe Ah 
dieses Ebenenbüschels ist leicht auffindbar. Sie ergiebt sich als Schnitt 
der Ebenen PP'P" und MMB. Dieser Ebenenbüschel mit der Axe Ah steht 
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nun ebenfalls in ganz besonderer Beziehung zur Fläche &. Jede seiner 
Ebenen enthält zwei Flächenerzeugende PP und PP": sie ist daher eine 
Doppeltangentialebene, und ihre Berührungspunkte P, und P/ ergeben sich 
als Schnitte der in ihr enthaltenen Erzeugenden mit der Axe h. Wir er- 
kennen daher, dass die Punkte der Punktreihe g biplanare Punkte der 
Fläche sind, deren Tangentenebenen durch g und den aus jedem Punkte 
ausgehenden Flächenerzeugenden bestimmt sind; dass hingegen der Büschel 
mit der Axe h aus lauter Doppeltangentialebenen der Fläche besteht. 

Eine besondere Stellung beanspruchen die Cuspidalpunkte M, N der 
Punktreihe g und die Cuspidalebenen &, & des Ebenenbüschels mit der 
Axe h. Jene sind wniplanar, e, und & hingegen berühren die Fläche & 
längs der singulären Erzeugenden. 

Im übrigen möge bemerkt werden, dass die Punktreihe auf g und 
der Ebenenbüschel mit der Axe % sich in perspectiver Lage befinden. 

3. Um nun die besondere Stellung der Axe h noch weiter zu er- 
kennen, schlagen wir folgenden Weg ein. 

OÖrdnet man der Punktreihe Q, AR, ... auf der Geraden h (diese 
Punkte wurden schon vorher mit P, und P; bezeichnet) abermals Punkte- 
paare einer bestimmten quadratischen Punktinvolution J, auf demselben 
Kegelschnitte C, zu, indem wir erstens den Punkt A als Pol annehmen 
und zweitens festsetzen, dass dem Punkte (he)=B das Paar A‘, A” ent- 
sprechen möge, drittens aber, dass dem Punkte Q das Paar 0', 0" (wo 
0° mit P’ identisch sei), dem Punkte R hingegen das Paar RR’, wo R 
wieder mit P” identisch sei, zugeordnet werde, so werden die Verbindungs- 
geraden der Punkte auf h mit den respectiven Punktepaaren der Involution 
abermals die vorher schon erhaltene windschiefe Fläche D erzeugen. Projieirt 
man nämlich aus A die Punktreihe auf A und die Involution J,, so ent- 
stehen in den Ebenen (Ak) und « abermals zwei in perspeetiver Lage sich 
befindende Strahlenbüschel 7 und 7,. da die Strahlenbüschel den Strahl AB 
abermals entsprechend gemein haben. Diese Strahlenbüschei 7 und 7, können 
nun abermals als Schnitte eines Ebenenhküschels mit den respectiven Ebenen 
(Ah) und « angesehen werden und es ist klar, dass die vorher angenommene 
(rerade g, die Axe dieses Ebenenbüschels sein muss. Diese Gerade g ver- 
bindet ja wirklich den gemeinsamen Scheitel A der Büschel 7 und 7, mit 
einem gemeinschaftlichen Punkte entsprechender Ebenen AQQ’ und ARR", 

Die Stellung des Ebenenbüschels mit der Axe g ist nun der Fläche 
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gegenüber genau dieselbe, wie jene des früher betrachteten Ebenenbüschels 
mit der Axe k. Eine jede seiner Ebenen ist Doppeltangentialebene, denn 
sie enthält zwei Flächenerzeugende, deren Schnitte mit der Axe g die beiden 
Berührungspunkte der betreffenden Ebene ergeben. 

Die Punkte der Geraden A sind biplanare Punkte, da aus jedem 
abermals zwei Flächenerzeugende ausgehen, die mit ) die beiden zugehörigen 
Tangentenebenen bestimmen. 

Es sind also g wie A Doppelgerade der Fläche und gleichzeitig Axen 
von Ebenenbüscheln, deren Ebenen Doppeltangentialebenen der Fläche sind. 

Nun besitzt die Involution J, auch zwei Ordnungspunkte X, L', die 
reell oder imaginär sein können; die ihnen in der Punktreihe mit dem 
Träger g entsprechenden Punkte seien X und ZL. Die Verbindungsgeraden 
KK', LL sind abermals zwei singuläre Flächenerzeugende, und die Ebenen 
&, = (Kt,) und = (Lt,) sind auch Cuspidalebenen, die Punkte K, L sind 
ebenfalls Cuspidalpunkte. (t,, f, seien die aus A gezogenen "T’angenten des 
Kegelschnittes O,). Die Fläche P besitzt also vier Cuspidalelemente. Die 
Punkte A, B wollen wir Knotenpunkte benennen. In ihnen schneidet die 
Doppelgerade d die beiden Doppelleitlinien g und h der Fläche 2. 

4. Als unmittelbare Folge der Construction beider Cuspidalebenen 
jedes Doppeltangentialebenenbüschels folgt, dass diese ausgezeichneten 
Ebenen den Büschel, dem sie angehören, in zwei Theile derart zerlegen, 
dass jede Ebene innerhalb der Cuspidalebenen zwei reelle Flächenerzeugende 
enthält; jede Ebene ausserhalb ihres Flächenwinkels aber nur imaginäre 
Flächenerzeugende enthalten kann. 

Die Cuspidalpunkte hingegen bestimmen auf den Doppelleitgeraden 
eine endliche Strecke, die als eigentliche Doppelleitlinie gelten muss, da 
aus jedem ihrer Punkte zwei reelle Erzeugende ausgehen. Die Theile ausser- 
halb der Cuspidalpunkte sind aber nur als wneigentliche Doppelleitlinien an- 
zusehen. Man entnimmt, dass die Realität der Cuspidalpunkte in innigem 
Zusammenhange mit der Realität der Ordnungspunkte beider Involutionen J, 
und J, steht. Sind diese Ordnungspunkte reell, so sind es auch die Cus- 
pidalelemente; sind hingegen diese imaginär, so sind es auch jene Cus- 
pidalelemente, die mit den betreffenden Ordnungspunkten zusammenhängen. 
Und es ist also möglich, dass eine oder auch beide Doppelleitlinien, ihrer 
ganzen Länge nach, als eigentlich der Fläche angehörend anzusehen sind. 

Auch die Doppelerzeugende d kann als eigentliche oder uneigent- 
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liche — ideelle — Flächenerzeugende auftreten, doch ist sie es stets ihrer 
ganzen Länge nach; sie zerfällt nie in zwei Theile. 

Darüber entscheiden die Knotenpunkte A und B. Sind diese auf 
jenen Theilen der Doppelleitlinien gelegen, die als eigentliche gelten, so 
ist die Doppelgerade ebenfalls eine eigentliche, wirkliche Flächenerzeugende. 
In allen anderen Fällen ist sie aber selbst eine uneigentliche Doppel- 
erzeugende. 

Bemerkenswerth ist der Uebergang zwischen beiden jetzt angeführ- 
ten Fällen. 

Berührt die Gerade AB den Trägerkegelschnitt C,, so vereinigt sich 
in ihrem Berührungspunkte je ein Ordnungspunkt der Involutionen J, und J;; 
es seien dies die Ordnungspunkte M, L. Die ihnen entsprechenden reellen 
Cuspidalpunkte M, L auf g und A haben sich mit je einem Knoten vereinigt. 
Es sind A und B zwei Cuspidalpunkte der Fläche und die Gerade AB gilt 
uns für zwei singuläre Erzeugende. | 

Die Ebenen (dg) und (dh), da sie nun Cuspidalebenen sind, berühren 
die Fläche längs der Doppelerzeugenden d; es berührt die Fläche sich 
selbst, wir nennen daher d eine stationäre Doppelerzeugende. (Es ist nicht 
denkbar, dass der reelle Cuspidalpunkt M (oder L) nicht in dem Punkte A 
(oder B) wäre, da sich dann, wenn wir das Entgegengesetzte annehmen 
würden, in den vereinigten Ordnungspunkten M', L' zwei singuläre Erzeu- 
gende und die Doppelerzeugende treffen würden was widersinnig ist, da 
aus einem Punkte nur eine Transversale zu zwei windschiefen Geraden g, h 
gelegt werden kann.) 

5. Die Fläche 2, welche die Punktreihe g und die ihr projeetive 
Involution J,, oder auch die Punktreihe A und die vorher genau bestimmte 
Involution J,, erzeugen, ist von der vierten Ordnung, da sie von einer beliebig 
angenommenen Geraden x in vier Punkten getroffen werden kann, folglich 
auch durch die Gerade x höchstens vier Tangentenebenen gelegt werden 
können. 

Es bestimmt nämlich eine Gerade x mit den Leitgeraden g, A eine 
Regelfläche zweiten Grades, welche von der Ebene «, in welcher ©, ist» 
in einem Kegelschnitte C; geschnitten wird. Diese beiden Kegelschnitte 
treffen sich in eier Punkten; jeder von ihnen ergiebt eine gemeinsame Er- 
zeugende beider Flächen, deren Treffpunkte mit der Geraden x die gesuchten 
Durchstosspunkte sind. 
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Durch die Gerade ze und durch je eine gemeinsame Erzeugende sind 
auch die vier möglichen Tangentenebenen bestimmt, die durch die ange- 
nommene Gerade an die Fläche & gelegt werden können. Eine besonders 
bemerkenswerthe Eigenschaft besitzt jene Fläche, wenn die beiden Pole A 
und B in Bezug auf den Kegelschnitt C, harmonisch conjugirt sind. 

Das dem Punkte P der Punktreihe g entsprechende Paar PP" in 
der Involution J, ergiebt zwei Erzeugende e,, e&, welche die Leitgerade A 
in den Punkten Q, R treffen mögen. Diesen Treffpunkten ist in der Invo- 
lution J, ein Paar 0’, Q” und R', R" zugeordnet, wo Q’ mit P', R' hin- 
gegen mit P" identisch sein muss. Da nun A und B harmonisch zugeord- 
nete Pole sind, so muss die Gerade Q"R” den Punkt B enthalten. Es sind 
also diese ein Paar in der Involution J, und die durch sie gehenden Er- 
zeugenden &, e, treffen sich in dem entsprechenden Punkte S auf der Leit- 
geraden g. Die vier Erzeugenden e,, &, e und e, bilden ein Quadrupel 
und es ist ersichtlich, dass sich alle Flächenerzeugenden in solehe Qua- 
drupel ordnen. 

Infolge dieser Eigenschaft erzeugen die Punkte P, S und Q, R qua- 
dratische Involutionen auf den Doppelgeraden g und A. Da nun die Ord- 
nungspunkte Ä', L' der Involution J, ein einfaches Punktepaar für die In- 
volution J, darstellen, so müssen die ihnen entsprechenden, auf A liegenden 
Cuspidalpunkte X, L solche zwei singuläre Erzeugende ergeben, welche sich 
in einem Punkte auf der anderen Doppelgeraden g treffen. Dieser Treff- 
punkt ist ja jener, der dem Paare X, Z’ (in der Involution J,) als projeetiv 
zugeordnet auf g gedacht werden muss. -— Die beiden singulären Erzeugen- 
den, welche aus den auf der Doppelgeraden g liegenden Cuspidalpunkten M, N 
ausgehen, treffen sich wieder in einem Punkte der anderen Doppelgeraden A. 
Diese beiden Treffpunkte D, und D,, dann die Knoten A und B sind die 
vier Doppelpunkte der beiden Involutionen auf den Doppelgeraden. Da A 
und B stets vorhanden sind, so ersehen wir, dass die Involutionen stets reelle 
Doppelpunkte besitzen. 

Doch ist es nach Vorigem ersichtlich, dass die den respeetiven Doppel- 
punkten in der anderen Involution entsprechenden Cuspidalpunkte nicht reell 
sein müssen; sondern im Gegentheil, bei windschiefen Flächen 2, deren 
Erzeugende Quadrupel bilden, muss stets ein Paar Cuspidalpunkte imaginär 
sein. Die harmonischen Eigenschaften der Involution ergeben weiter die 
Erkenntniss, dass je zwei Erzeugende, die aus einem Punkte einer Doppel- 
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geraden ausgehen, die andere Doppelgerade in Punkten treffen, welche dureh 
die Doppelpunkte der betreffenden Involution harmonisch getrennt sind. 

6. Die bisher dargestellte Erzeugungsweise erlaubt noch manche 
Speeialisirungen; es sollen nun die dadurch entstehenden Flächen kurz er- 
wähnt werden. 

Verlegen wir den Pol B der Involution J,, deren Paare den Punkten 
auf der Trägergeraden g projeetiv zugeordnet werden, in einen Punkt des 
Kegelschnittes C,, so zerfällt die Fläche 2 in zwei Theile. Einer ist die 
Ebene (Bg), der andere ist daher eine windschiefe Regelfläche dritten Grades. 
Die Gerade g ist nur eine einfache Leitgerade der Fläche dritten Grades; 
die aus B ausgehende Gerade A, deren Existenz wir auf die eingangs ge- 
sebene Weise beweisen können, bleibt auch hier Doppelleitlinie. 

Auf C, ist nun keine Involution J, mehr, sondern nur die Involution J;; 
wir sagen daher, dass die windschiefe Fläche dritten Grades erzeugt wird 
durch zwei projeetive Punktreihen, von denen eine auf der einfachen Leit- 
geraden, die andere auf einem Trägerkegelschnitt sich befindet, wenn nebst- 
bei dem Punkte (ge)= A der Schnittpunkt A’ der Geraden AB mit ©, als 


\ 


zugeordnet angesehen wird. Ist der Schnittpunkt (ge)=A ein Punkt der 
Curve C, und wird der Punkt B abermals in einen Punkt der ©, verlegt, 
so zerfällt die Fläche in drei Theile. Zwei davon sind die Strahlenbüschel 
in den Ebenen (Bg) und (Ah), wo h die andere aus B ausgehende Leitgerade 
ist; der Rest ist eine -windschiefe Regelfläche zweiten Grades. 

Liegt der Schnittpunkt (ge) = A auf der Curve C,, der Involutions- 
pol B aber nicht auf der Curve C,, so zerfällt wie im zuerst ange- 








führten Falle die Fläche in ein Ebenenbüschel und in eine geradlinige 

Fläche dritten Grades. Die Gerade @ ist eine Doppelleitlinie; die einfache 

Leitlinie ist eine zu ihr windschiefe, aus B ausgehende Gerade. Es ent- 

stehen also dieselben Verhältnisse wie im ersten Falle, nur sind jetzt die 

Benennungen der Leitgeraden verwechselt. Nun möge zum Schlusse jener 

interessante Fall hervorgehoben werden, der dann eintritt, wenn man den 
. Pol B in den Punkt (ge)=A verlegt, wo aber A kein Curvenpunkt des 
Trägerkegelschnittes sei. 

Die dann erzeugte windschiefe Fläche vierten Grades besitzt zwei 
unendlich nahe windschiefe Doppelleitgerade qg und A. Es ist das ein 
ähnliches Verhältniss wie bei der Cayleyschen windschiefen Regelfläche 
dritten Grades. 
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7. Bei der allgemeinen windschiefen Regelfläche mit zwei Doppel- 
leitlinien und einer Doppelerzeugenden bestimmen die Erzeugenden auf den 
Doppelleitlinien zwei in zwei-zweideutiger Beziehung stehende Punktreihen. 
Doch diese Beziehung ist nicht ganz allgemein, da wir ein Reductions- 
punktepaar A und B vom zweiten Grade haben, da jeder von ihnen dem 
anderen zweimal (doppelt) zugeordnet ist. Verschieben wir die Träger- 
gerade h in eine solche Lage, dass B auf A fällt, so befinden sich die 
beiden geraden Gebilde in redueirter Lage zweiten Grades und die Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte erzeugen eine Kegelfläche zweiten 
(zrades. 

Es bestimmen ferner die Erzeugenden mit den Doppelleitlinien zwei 
Ebenenbüschel, die auch in zwei-zweideutiger Beziehung stehen. Diese 
Ebenenbüschel haben auch ein Reductionsebenenpaar zweiten Grades; es ist 
dies die Ebene (gB) für den Büschel g, die Ebene (RA) für den Büschel A. 

Die Punktreihen g, A sind ferner in perspectiver Lage mit den 
lübenenbüscheln, deren Axen A, g sind. Es kann daher ein und dieselbe 
Erzeugende als Verbindungsgerade zweier entsprechenden Punkte auf g und 
und A, wie auch als Schnitt jener Ebenen angesehen werden, welche diese 
Punkte aus den Axen A und g projieiren. 

Jedem Punkte auf g entspricht also eine durch ihn gehende Ebene 
des Büschels mit der Axe A, und umgekehrt. Wir haben daher ein Null- 
system. Die Erzeugenden der Fläche bilden ein Strahlensystem erster 
Ordnung und erster Klasse; die Doppelleitlinien sind die Axen dieses 
Strahlensystems. 

Die Axen g, h sind als conjugirte Polaren im Nullsystem anzu- 
sehen, woraus folgt, dass die Fläche 2 sich selbst reeiprok zugeordnet ist. 
Auf Grund dieser Erkenntniss können wir alles bisher Gesagte verwenden, 
um neue Erzeugungsarten für die Fläche abzuleiten, die den bisherigen 
dual gegenüberstehen. Z. B. ein Ebenenbiüschel g und eine ihm projective 
Tangentenebenen-Involution auf einem Kegel zweiten Grades K,, erzeugen 
dann eine Regelfläche vierten Grades mit drei Doppelgeraden, wenn die 
Ebene & des Büschels, welche durch den Scheitel des Kegels geht ihn je- 
doch nieht berührt, das ihr zugeordnete Ebenenpaar der Involution in einer 
(seraden d schneidet. In der Involutionsebene liegt die andere Doppelleit- 
linie A, u. s. w. 

8. Die windschiefe Fläche 2 ist vom Geschlechte Null, da sie eine 
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Doppeleurve dritter Ordnung — die drei windschiefen Doppelgeraden — 
besitzt. Alle Schnitte von Ebenen sind daher auch vom Geschlechte Null. 

Wir übergehen alle Sätze, die sich auf ebene Schnitteurven der 
windschiefen Fläche beziehen, und die diesen Sätzen dual gegenüberstehen- 
den, welche von den der Fläche umschriebenen Kegeln handeln. 

Die Schnitteurven können angesehen werden, als Erzeugnisse zweier 
in zwei-zweideutiger Beziehung stehenden Strahlenbüschel in der Schnitt- 
ebene; die Tangentialkegel als Erzeugnisse zweier in zwei-zweideutiger 
jeziehung stehenden Strahlenbüschel mit demselben Scheitel, aber in ver- 
schiedenen Trägerebenen. 

Es sei nur bemerkt, dass Ebenen, welche durch die Doppelerzeugende 
d gelegt werden; die Fläche in Curven zweiten Grades schneiden. In einer 
solehen Ebene entstehen zwei in zwei-zweideutiger Beziehung stehende 
Strahlenbüschel mit den Scheiteln A, BD, welche den Strahl AB doppelt 
gezählt gemein haben und sich daher in redueirter Lage vom zweiten 
Grade befinden. Ihr Erzeugniss ist die Schnitteurve, welche die Doppel- 
leitlinien nicht trifft, von der Doppelerzeugenden aber in zwei Punkten ge- 
troffen wird. Diese Treffpunkte sind die Berührungspunkte Es folgt nun, 
dass durch einen Punkt der Fläche nur ein Kegelschnitt auf ihr gezeichnet 
werden kann. Er befindet sich in der durch diesen angenommenen Punkt 
und die Doppelerzeugende gelegten Ebene. Diese Ebene trifft die Cuspidal- 
ebenen in Schnittgeraden, welche Tangenten für den betreffenden Kegel- 
schnitt sind; die Berührungspunkte liegen in den singulären Erzeugenden. 

Die Flächenerzeugenden bestimmen auf jedem Kegelschnitt Involu- 
tionen mit den Polen A und B. Man ersieht daher, dass der zuerst an- 
genommene Kegelschnitt ©, keine besondere Stellung inne hat; ein jeder 
Kegelschnitt auf ? kann ihn ersetzen. Hat die Fläche eine stationäre Er- 
zeugende d, so wird diese von allen auf ihr liegenden Kegelschnitten 
berührt. Die Reihe der Berührungspunkte ist projeetiv zum Ebenenbischel, 
den die Ebenen jener Kegelschnitte bilden. 

Es ist bekannt, dass die allgemeine windschiefe Fläche F vierten 
Grades erzeugt werden kann vermittelst zweier projeetiven Punktreihen, 
deren Träger zwei Kegelschnitte ©, und ©; sind, welche in zwei Ebenen 
oe und «' liegen. Die Doppeleurve ist doppelt gekrümmt und dritter Ord- 
nung. Soll auf Grund solcher projeetiven Punktreihen die Fläche & mit 


drei Doppelgeraden erzeugt werden, so muss die Zuordnung auf eine ge- 
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wisse Art hergestellt werden. Man ordne den Punkten P, Q, in welchen 
', von der Schnittgeraden (««’) = d beider Ebenen o, «' getroffen wird, 
jene Punkte P, @ in ©, zu, wo ©, von derselben Geraden (aa) ge- 
schnitten wird. 

Es wird dann die Gerade (@«') eine Doppelerzeugende sein. Wird 
noch ein drittes Paar R, R’ angenommen, so können andere Paare construirt 
werden auf Grund der Doppelverhältnisse 

(PORS) = (POR'S)), 

(PORT) = (PORT). 
Wir haben nun drei Erzeugend AR=r, SS=s und TT=t Man 
bestimmt dann leicht jene beiden Transversalen g und Ah, welche diese drei 
Erzeugenden r, s, £ und die Doppelerzeugende d= (ae) treffen. Es seien 
die Treffpunkte der Transversale g mit den Erzeugenden r, s, t und d die 
Punkte @,, @, @, und A; die Transversale A treffe diese vier Erzeugenden 
in den respeetiven Punkten H,, H,, H, und B. 

Es besteht dann die Gleichheit folgender Doppelverhältnisse: 
(G,H,RR) = (G,H,SS”) = (G,H,TT'), 

denn jedesmal sind die betreffenden vier Punkte die Schnitte der Erzeugen- 
den r, s, £ mit den vier Ebenen (dg), (dh), « und «'. 

Es sei X ein variabler Punkt der gegebenen Curve C,; man ziehe 
jedesmal durch X jenen stets eindeutig bestimmten Strahl x, der die Trans- 


versalen g und h treffen muss — es möge dies in den Punkten @,, H, ge- 
schehen — und fixire in diesem Strahle jenen Punkt X’, welcher durch 


das Doppelverhältniss (@,H,XX') = (@,H,RR’) eindeutig bestimmt ist, so 
erzeugt dieser Punkt X’, indem er sich stets in der Ebene «' fortbewegt, 
die Steinersche windschiefe Projection der Curve C,, bezüglich g und A als 
Axen. Es ist aber diese windschiefe Projeetion der Curve ©, identisch 
mit der gegebenen Curve C;, da €, und diese Projection die Punkte R', 
S und T gemein haben *). 

Hiermit ist bewiesen, dass C, und ©, bezüglich der Axen g und A 
windschief-collineare Curven sind. Jeder Annahme des dritten Paares Z, 
R' entspricht ein anderes Paar der Transversalen g, h. 


*) Weyr: Regelflächen dritter Ordnung, (Leipzig 1870) pag. 152 und 153. 
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Legt man nun durch den variablen Strahl 2 — er treffe ©,, ©, und 
die Axen g, h in den Punkten X, X, @, und H, — und eine der Axen, 


etwa durch g, eine Ebene, so schneidet diese die Ebenen « und « in den 
Geraden AX und AA; jede dieser Geraden trifft den betreffenden Kegel- 
schnitt in einem zweiten Punkte — sie seien mit Y respective Y' bezeichnet — 
und diese beiden Punkte sind windschief-collinear bezüglich der Axen g und 
h, also auch entsprechende Punkte auf ©, und ©, Ihre Verbindungsgerade 
y=YY trifit die Axe g in einem Punkte @,, die Axe im Punkte H,, 
wo aber H, mit H, coineidiren muss. (Die Axe % trifft ja die Ebene («y) 
nur in einem Punkte.) Jede durch g — oder durch h — gelegte Ebene 
enthält also zwei Erzeugende der Fläche und beide treffen sich auf der Trans- 
versale h — respective auf g, falls die Ebene (zy) durch h gelegt wurde; 
g und Ah sind also Doppelgeraden der Fläche. 

Es ist nun evident, dass die Punktepaare X, Y auf ©, und die ihnen 
entsprechenden X, Y' auf ©; Involutionen mit dem Pole A bilden und dass 
die variablen Treffpunkte 7, =H,, in welchen sich jedesmal die Erzeugenden 
x, y auf A treffen, eine zu diesen Involutionen projective Punktreihe bilden. 

Es ist daher bewiesen, dass die windschiefe Fläche, welche jene 
beiden auf C, und ©, sich befindenden projeetiven Punktreihen erzeugen, 
identisch ist mit der im Artikel 1 betrachteten. 

Es muss hervorgehoben werden, dass nicht festgesetzt wurde, in 
welcher Reihenfolge die Zuordnung der Punkte /, Q und der Punkte P', 0' 
geschehen soll. Man kann P, P' und Q, Q’ als zugeordnetes Paar ansehen, 
aber auch P, Q und Q, P. Wird darüber nichts festgesetzt und noch ein 
drittes zugeordnetes Paar AR, R’ angenommen, so folgt, dass durch zwei in 
verschiedenen Ebenen liegende Kegelschnitte C,, ©, und eine Gerade RR =r, 
welche beide schneidet, zwei windschiefe Flächen vierten Grades mit drei 
Doppelgeraden gelegt werden können. 

Berühren im speciellen Falle die beiden Curven ©, und ©, die Schnitt- 
gerade (ce)=d ihrer Ebenen «, « und sind diese Berührungspunkte pro- 
jeetiv zugeordnet, so ist die Gerade (ee)=d eine stationäre Erzeugende 
jener Fläche, welche die Projectionsstrahlen, d. h. die Verbindungsgeraden 
projectiv-zugeordneter Curvenpunkte, erzeugen. Dreht man nämlich die 
Ebene «' in eine andere Lage «', so wird der in ihr liegende, zu ©, wind- 
schief-collineare, C} die Gerade d ebenfalls berühren. Ein jeder Kegel- 
schnitt, der auf der Fläche gezeichnet ist, berührt daher diese Gerade d. 
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Die Punktreihe der Berührungspunkte ist projectiv mit dem Ebenenbiüschel, 
den die drehende Ebene « erzeugt; die Ebenen (dg), (dh) dieses Ebenen- 
büschels, d. h. jene, welche die Doppelgeraden enthalten, und die Knoten- 
punkte A respective B sind homologe Elemente. Hat man nun ausser einer 
(Geraden d noch drei unter sich und zu d windschiefe Gerade r, s, £, und 
zeichnet man in jeder durch d gelegten Ebene «, jenen Kegelschnitt, 
der die Geraden r, s, £ trifft und d in einem, der Ebene «, zugeordneten, 
Punkte D, berührt, so erzeugen alle so gezeichneten Kegelschnitte die wind- 
schiefe Fläche D mit d als stationärer Erzeugenden, wenn die projective Zu- 
ordnung der Elemente «, und D, so festgesetzt wird, dass jenen Punkten A, B, 
in welchen die beiden Transversalen g, h der vier Windschiefen d, r, s, t 
die Gerade d treffen, die respectiven Ebenen (dg), (dh) zugeordnet werden. 
Wird nun in einer beliebigen Ebene «, des Büschels, dessen Axe d ist, ein 
beliebiger Punkt D, in d zugeordnet, so ist der zur Ebene «, zugeordnete 
Punkt D, bestimmt mittels der Gleichung: 
(A, B, D,, D;) = [(dg), (dh), o,, ©). 

Es erübrigt noch der Fall, dass die gegebenen Kegelschnitte C, und (©; 
von der Schnittgeraden d ihrer Ebenen & und « nicht getroffen werden. 
Um nun auch auf diesen Kegelschnitten solche projectiven Punktreihen her- 
zustellen, dass die Verbindungsgeraden homologer Punkte eine windschiefe 
Fläche 2 vierten Grades mit zwei Doppelgeraden und einer Doppelerzeugen- 
den bilden, hat man die windschiefe’Collineation der Ebenen « und « so zu 
nehmen, dass 1) die Schnittgerade d sich selbst entsprechend sei, dass 2) dem 
Pole P der Geraden d bezüglich der Curve C, der Pol P' derselben d bezüg- 
lich der Curve C;, entsprechen möge. (Es sind ja in jeder Collineation die 
Pole entsprechender Geraden bezüglich entsprechender Kegelschnitte ohne 
Zweifel entsprechende Punkte.) Wird nun einem beliebigen Punkte Z der 
C, irgend ein Punkt Z’ der ©; als homolog zugeordnet, so ist die Collineation 
vollkommen bestimmt. Die homologen Geraden ZP und Z’P’ treffen nämlich 
die sich selbst entsprechende Gerade d in homologen Punkten Q und O'; 
und es sind die aus Q an die Curve (©, gelegten Tangenten und ihre Be- 
rührungspunkte M, N beziehungsweise homolog den aus Q’ an ©, gezogenen 
Tangenten und ihren respectiven Berührungspunkten M', N’. Man bemerke, 
dass auch hier — ähnlich wie schon bei den reellen Schnittpunkten der d 
mit ©, und ©, — die Reihenfolge der Zuordnung des Paares M, N zum 
Paare M', N’ freisteht. Es sind nun auf den Curven C, und ©, drei homo- 
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loge Punktepaare festgesetzt. Zu jedem Punkte X von ©, ist sein homo- 
loger X’ bestimmbar auf Grund der Gleichung: (LMNX) = (L MN X), oder 
bei zweiter Wahl auf Grund von: 
(LMNX) = (UNMX'). 

Die Axen g, h der windschiefen Collineation sind für jeden Fall eindeutig 
bestimmt durch die vier Windschiefen d, LL', MM, NN‘, oder bei zweiter 
Wahl durch d, LL’, MN’, NM'. Betreffs dieser Axen sind ©, und ©, wind- 
schief-collinear, und die Verbindungsgeraden homologer Punkte erzeugen 
eine windschiefe Fläche 2 vierten Grades mit d als Doppelerzeugender und 
g, h als Doppelgeraden. Durch C, und ©, und ihre Transversale ZL' können 
also abermals zwei solche Flächen 2 gelegt werden. 

9. Dreht man um die Doppelerzeugende d eine durch sie gelegte 
Ebene «, und bestimmt man in jeder Lage die Polaren der Punkte A und 
B hinsichtlich der Kegelschnitte, in welchen die Ebenen dieses Büschels 
die Fläche schneiden, so werden diese Polaren zwei Regelflächen zweiten 
Grades erzeugen. 

‘s liegen nämlich für jede Lage der drehenden Ebene die betreffen- 
den Punkte M, N in den zugehörigen singulären Erzeugenden. Die Punkt- 
reihe der M’ ist aber projeetiv mit jener der Punkte N’; die Verbindungs- 
geraden entsprechender Punkte sind die gedachten Polaren, sie erzeugen 
daher eine Regelfläche zweiten Grades. 

Analoges gilt für den geometrischen Ort der Polaren von A hinsicht- 
lich aller Kegelschnitte auf der Fläche. Die Doppelleitlinien gehören beiden 
dadurch entstandenen Regelflächen an und sind daher ein Theil ihres 
Schnittes; der Rest zerfällt in die Doppelgerade d und in noch eine vierte 
Gerade s, welche die Doppelleitlinien g und % trifft. Diese Gerade s ist 
der geometrische Ort für die Pole S der Doppelgeraden d hinsichtlich aller 
Kegelschnitte. 

Die Geraden d, s und je zwei singuläre Erzeugende sind vier har- 
monische Erzeugende der betreffenden Regelfläche zweiten Grades, folg- 
lich ist: 

. (KLBS,)=—1l und (MNAS,)=-1, 
wo S, und S, jene Punkte sind, in welchen % und g von der Geraden s 
getroffen werden. 

Construiren wir in jeder Lage der Ebene « die betreffenden Tan- 
genten in den variablen Schnittpunkten A’, A” des Kegelschnittes und der 
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Doppelerzeugenden d, so sind dies die zwei Haupttangenten der Fläche; 
man ersieht, dass sich je zwei in der Geraden s treffen müssen. Diese 
Hanupttangenten erzeugen die beiden Schmiegungshyperboloide der Fläche 
längs der Doppelerzeugenden, welche Hyperboloide sich also ausser in g, h 
und d noch in s durchschneiden. — 

10. Sind die Doppelleitlinien g und A parallel mit der Ebene « der 
Leiteurve C,, so ist die Doppelerzeugende unendlich fern gerückt; alle 
mit der Ebene « parallelen Ebenen schneiden daher die Fläche in Curven 
zweiten Grades, und der geometrische Ort der Mittelpunkte ist die zu der 
unendlich fernen Doppelerzeugenden conjugirte Polare s. 

Sind in einem Falle die Geraden g und Ah parallel mit den Axen der 
Leiteurve C,, so sind die unendlich fernen Punkte A und B conjugirte 
Punkte hinsichtlich aller Kegelschnitte auf der Fläche. Die Axen aller 
dieser Kegelschnitte sind unter sich parallel. Hierher gehört das bekannte 
„Normalenbündel“ der darstellenden Geometrie. 
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Ueber isochrone Pendelschwingungen. 


(Von Herrn H. Ruoss in Cannstadt.) 


Herr O0. Böcklen hat sich mit den Aufhängepunkten und Axen 
isochroner Pendelschwingungen beschäftigt*) und unter anderem gefunden: 

Alle Aufhängepunkte für isochrone Schwingungen eines Körpers 
liegen auf oder zwischen den beiden Mänteln zweier Flächen, von denen die 
erste durch Verlängerung, die zweite durch Verkürzung der Halbmesser 
einer Wellengeschwindigkeitsfläche V um die halbe Länge des isochronen 
einfachen Pendels abgeleitet wird. 

Die Fläche V ist dabei die Wellenfläche der Fusspunktsfläche eines 
Ellipsoids, eines ein- oder zwei-manteligen Hyperboloids; in den zwei letzten 
Fällen gehört sie zu den noch wenig untersuchten Flächen **), 

Man kann nun auch die Vertheilung der Schwingungspunkte in der 
Weise bestimmen, dass man von allen denkbaren Geraden des Raumes die- 
jenige Gruppe herausgreift, welche senkrecht zu einem Schwerpunktsstrahl 
steht; so dass jedem Punkt P eines Schwerpunktsstrahles s unendlich viele 
Schwingungsaxen p entsprechen, deren Ebene senkrecht zu s ist. 

Von diesem Gesichtspunkte aus behandeln wir die folgenden noch 
offenen Fragen, welche auf äusserst einfache Flächen führen: 

1) Welches ist die Regelfläche, deren Erzeugende einem Schwer- 
punktsstrahl angehören, und welche als Drehaxen isochrone Körper- 
schwingungen ergeben ? 

2) Wo liegen diejenigen Schwerpunktsstrahlen, welchen imaginäre 
Drehaxen entsprechen? 

3) Wie viel Pendelschwingungen kann ein Körper höchstens in 
1 Minute machen? 

*) Dieses Journal Bd. 93 und Schlömilch’s Zeitschrift Bd. 26, 153. 
**) Dieses Journal Bd. 95 p. 153. 
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Es sei S der Schwerpunkt, 
(1.) az +by-+cz = | 
das zugehörige Cauchy- Poinsotsche Uentralellipsoid, wobei Ak =a, k=b, 
k, = ec die Quadrate der Hauptträgheitsaxen und «>b>>e ist. Die Halb- 


messer dieses Ellipsoids stellen dann die reciproken Werthe der betreffen- 
den Trägheitsaxen dar, so dass die Halbmesser der inversen Fläche: 





(2.) (@’+y’+3) = ax’+by’+cz’, 
welche bekanntlich Fusspunktsfläche des Ellipsoids: 
Ku a 
Par Bee l 


ist, die Grösse der Trägheitsaxen direet angeben. 
Sind nun die Schwingungen um die beliebige Axe p isochron mit 
denen des mathematischen Pendels von der Länge /, so ist 





u Ex ag 


€ 


wo e=SP, und k der Trägheitsradius um eine durch S parallel p ge- 
zogene Gerade ist. 

Die Länge /, und dies ist wesentlich für das Folgende, lässt sich 
daher bei gegebenem P und p folgendermassen construiren: Man errichte in 
S auf SP das zu p parallele Loth SA = kund in A auf PA das Loth, welches 
PS in B trifft, dann ist PB=1!. Bei gegebenem P und / findet man daher 
den zugehörigen Punkt A, indem man über PB=1! eine Kugel beschreibt; 
durch S ı SP eine Ebene legt, welche Fläche (2.) in einer Curve © schneidet; 
diese liefert dann mit der Kugel den gesuchten Punkt A, wodurch dann 
auch p bestimmt ist. 

Führt man diese Construction für alle Punkte P eines Schwer- 
punktsstrahles s aus, so erhält man die Erzeugenden p der gesuchten 
Regelfläche. 

Nimmt man die Axen der Ellipse, in welcher die Ebene der Curve 
C das Ellipsoid (1.) schneidet, zu x- und y-Axen und s zur z-Axe, so ist 








oX+ßy = 1, wo a>P sei, 





diese Ellipse, also die inverse 


ea’ + Ay’ we (+ y?)’ 
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die Curve C; dies ist eine geschlossene hantelförmige Curve mit = und y 
als Symmetrieaxen *). 

Die besprochene Kugel muss daher diese Curve € in vier, zwei 
oder keinem reellen Punkt schneiden, welche beziehungsweise auf zwei 
reellen Geraden SA, einer oder keiner liegen. 

Die gesuchte Regelfläche ist symmetrisch zur Ebene von C und zu 
den Axenebenen. Der oberhalb € befindliche Theil ist die Fläche: 


3(3-Ne’+y)+lar’+Ppy) =. 


Ihre Discussion ergiebt sich am einfachsten, wenn man die Kugel vom Un- 
endlichen aus auf dem Strahl s heranrücken lässt und die Fälle 


l 
ı) >, 
l 
2) Ai 0, 
I ' 
3) 63 <T 0 aber > \ , 
l 
4) > . P; 
4 l 
9) > <P 


s .. l . Aaer 5 . 
unterscheidet. Für „= « besteht die Fläche aus zwei symmetrischen 


Mänteln, die längs s zusammenhängen, und von denen jeder die Form einer 
Schiffsschraube hat; durchschneidet man dieselbe in der Mitte senkrecht zu 
s und schiebt beide Theile aus einander, so ergiebt sich die Form für 


l . . D .. . % . 

5 > eo; schneidet man aber in gleichen Abständen vom vorigen Schnitt 

ein Stück heraus und schiebt die zwei übrig bleibenden Stücke zusammen, 
. u . “rn l 

so ergiebt sich die Form für — < «. 


l 
3 


Für 


= redueirt sich die Fläche auf eine einzige Gerade; für 
I u / 4 . ® V1 »» 4 ® .. 
5 —<P wird die Fläche imaginär. 
: a’ ! . 
*) Curve € ist Fusspunktscurve der Ellipse — + Fo 1, vel. Salmon- Fiedler, 
@ 


„Höhere Curven“ art. 123. 
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I 
CH 


jeschreibt man um S eine Kugel mit dem Radius deren Gleichung 


in dem ursprünglich angenommenen Üoordinatensystem 


2 


(3.) 2 +y+z = 7 
ist, so schneidet dieselbe die Fläche (2.) in einer Curve, welche auf dem 
Kegel: 


(4.) a” En = a) - v(Z - b) -1- (-- —c)=0 


liegt. Die Fläche (2.) hat S zum Mittelpunkt, alle ihre Schnitte, deren 
lübenen durch S gehen, sind hantelförmige Curven (Fusspunktseurven von 
Ellipsen), ihr kleinster Radius Ye liegt auf der z-Axe; ihr grösster Ya auf 
der x-Axe. 

Betrachtet man nun die Curven €, welche zu den Schwerpunkts- 
strahlen gehören, und die Kugel (3.), so ergiebt sich für den Fall 


l) 5 > Va: Alle Schwerpunktsstrahlen haben reelle Drehaxen, 
/ n en ; x 
2) 5 = Va: Es trifft dasselbe wie bei (1.) zu, und zwar haben alle 


in der zy-Ebene liegenden Schwerpunktsstrahlen Regelflächen von der Form 
der Schiffsschraube. 


a 
3) 5 < Va aber 


u = 'n. in 7 \ 
5 > Yb: wie bei (1.). 

l 
4) 5 
centralen Kreisschnitten der Flächen (2.) und (4.) zusammenfallen. Für 
Strahlen senkreeht zu diesen Schnitten ist C ein Kreis; daher finden sich 
auf diesem Strahl nur je zwei Punkte mit reellen Drehaxen; ihre Zahl ist 


-—= }b: Kegel (4.) zerfällt in zwei Ebenen, welche mit den 


aber nicht zwei oder eins, sondern unendlich gross; auch hier giebt es nur 
Strahlen mit reellen Drehaxen. 

Wie gross auch / sein möge, immer werden sich auf den Strahlen, 
welche senkrecht zu den Kreisschnitten des Ellipsoids (1.) stehen, nur vier, zwei 
oder kein reeller Punkt finden, durch welchen unendlich viele Drehaxen gehen. 


5) i << Yb > Ve: Curven C, welche den Kegel (4.) nicht schneiden, 


gehören zu Schwerpunktsstrahlen ohne reelle Drehaxen, alle anderen 
Strahlen haben reelle Drehaxen. 














| 
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Die Schwerpunktsstrahlen ohne reelle Drehaxen liegen also im Inneren 


des Polarkegels von (4.). 


7 | a 
6) > = Ve: Nur die Schwerpunktsstrahlen der @y-Ebene haben reelle 


Drehaxen und zwar nur je zwei. 
Für jeden Schwerpunktsstrahl existirt ein Punkt und eine Drehaxe, 
welche unter allen Drehaxen des Strahles die kleinste Schwingungszeit er- 


1 e? 


giebt; aus /= il folgt, dass für den kleinsten Werth von k und e=k 


dieses Minimum eintritt. Die entsprechenden Axen gehen also alle parallel 
mit den kleinsten Axen der Curven €, und die Punkte liegen auf dem inneren 
Mantel der Wellengeschwindigkeitsfläche von (2.), deren Veectoren die halbe 
entsprechende mathematische Pendellänge angeben. 

Die Axen der kleinsten Schwingungszeit eines Körpers endlich sind 
Mantellinien eines Kreiscylinders, welcher um die grösste Axe des Ellipsoids 
(1.) mit ihrer reeiproken Länge als Radius beschrieben wird; die grösste 
Schwingungszahl in einer Minute ist demnach 


60179 
2 | 2k, ’ 
wo 4, der kleinste Trägheitsradius der Körpers ist. 

Nimmt man ein Lineal 40 em lang, 2 cm breit, 1 em diek und leimt 
an einem Ende ein 30 cm langes, 2 cm breites, 1 cm diekes auf, so dass 
ein 'I'-förmiges Pendel entsteht und bringt in den Entfernungen 8,6; 10,26; 
12,34; 14,28; 16,22; 18,30; 19,96 em Axen unter 0°: 45’; 70°; 90°: 
110°; 135°; 180° an, so bilden diese die schraubenförmige Regelfläche des 
verticalen Schwerpunktsstrahles; lässt man den Körper um diese Axen in 
einem Bügel schwingen (die Axen müssen, damit die Schwingungen nicht 
zu schnell aufhören, in ihren Löchern drehbar sein), so ist die Schwin- 
gungszahl jedesmal 55 in der Minute. 

Die Maximalzahl der Schwingungen ist 88,6 in einer Minute, die 
betreffenden Axen liegen auf einem verticalen Kreisceylinder, dessen Radius 
5,96 em ist. 


Journal für Mathematik Bd. CXIl. Heft 1. 





Ueber die Reduction der Differentialgleichung 


der allgemeineren F'-Reihe. 
(Von Herrn L. Pochhammer in Kiel.) 


Den Gegenstand der nachstehenden Untersuchungen bildet die lineare 
Differentialgleichung »ter Ordnung 


De pofi.ape 
lerne yon +K,a be 
+A„-„2"- „tt +K In-ıT7 . z + Kuy 





in der Ki, ..., K,, Li, ».., Z,_, Constante bedeuten und m <n voraus- 
gesetzt wird*). Auf die Integration der Gleichung (1.) durch Potenzreihen 
bin ich in der Abhandlung „Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren 
F-leihe“**) näher eingegangen. Die Parameter, welche in diesen Reihen 
vorkommen, sind mit den Constanten K,,..., K,, Z, ..., Z,_, durch alge- 


braische Gleichungen verbunden. Man definirt kediin man durch [z], die 
ganze Function vten Grades von z 


(2.) [3], = 3(@-1)(2—2)...(2-r+1), [z, =1, 


bezeichnet, m Constante A,,..., A, und a—1 Constante R,, ..., R,_, durch 


“) Die Fälle m = rn und m=n-—1 der obigen Gleichung habe ich bereits im 102. 
und im 108. Bande dieses Journales behandelt. Man sehe die Abhandlungen: „Ueber 
die Differentialgleichung der allgemeineren hypergeometrischen Reihe mit zwei endlichen 
singulären Punkten“, Bd. 102, S. 76—159, und „Ueber eine lineare Differentialgleichung 
nter Ordnung mit einem endlichen singulären Punkte“, Bd. 108, S. 50—87. 

"") Mathematische Annalen, Bd. 38, S. 586—597. 
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die für einen beliebigen Werth von z geltenden Gleichungen 
3) | [2].+K,l2]._+ K:lzl..+ + K, [ls] +K, 
Me | = 3"+A,2”""+A,2”""+..4+ A, _,3+4,. 
(4.) (l2).-+L4[l2l-.+Lla2l-s+ +ZL, [21 +L,_. 
. | ick 3"'"+-R, 2" "+ R,3" +. -+ R,_,3- 4, 
Ferner sei (für ein beliebiges z) 
(5.) 23”"+4A,2""+4,2”""+--+A, 13244, = (3+0,)(34+0,)---(3+0,), 
(6.) z" IL R3"”+R,3"”+--+R _,.3+R,_, — (2 - Q,, €: +0, ...(34 0, \, 


so dass die Grössen A,, ..., A, 
Von %,,..., %,, und die Grössen R,,..., R,_, die elementaren symmetrischen 


die elementaren symmetrischen Funetionen 


[2 


Funetionen von @,, ..., @,_, darstellen. Dann ist die unendliche Reihe 


| Fri, u ie ne a 


v2 ı Vn—ly 
-_ \ ’ \ s 
(7.) | @, %,... Em u a,(e, an l)e,(e, +1). . Aml&n+ 1) 7: 


= 1} 


1.0,0, .:-&-1 1.2.0,(e,+1)e,(0, +1)...0.-ı(0.-ı+1) 


welche kurz als eine F-Reihe »ter Ordnung bezeichnet wird, ein partieu- 
läres Integral der Differentialgleichung (1.).. Ausserdem genügen dieser 
Gleichung die »—1 analog gebildeten F-Reihen 


1—o nJ 4—0,+1, %—0, +1, nr @n—0.+1; 
ze erHF 
2 — u, Ra tl, 9-9 +1, -»-, mı-eıtl; z 
.— | rn ne m [a5 
x! 1 r( tl, 03 Pn-ı 7 are ne Ü 2... t4; ) 
2 —0,_.: 0, —0,_1+1. 0@—0,-T+tl, :-. ,.—0,_, +1; £ 


Es wird vorausgesetzt, dass keine der Constanten o,, 0,—o, ganzzahlig sei. 
Abgesehen vom Fall m=n (welcher hypergeometrische Reihen liefert — 
s. d. Abh. in Bd. 102) sind die obigen Reihen transcendente ganze Fune- 
tionen von x. 

Die Ausdrücke, die sich für die Constanten K,, .... L. ... als 
Functionen von &, ..., 0, ... ergeben, enthalten gewisse ganzzahlige 
Coeffieienten, welche aus der T'heorie der analytischen Facultäten bekannt 
sind und hier (wie in meinen früheren Arbeiten) durch d‘?’ bezeichnet werden. 
Man setzt für ein positives ganzzahliges »p und für ein beliebiges z 


8) #7 = d’+dPlz—1],+aPlz-1]),+-- +2 —1),++dPlz—1],, 
S* 
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wo [3—1], nach (2.) das Product (s—1)(z—2)...(3—rv) bedeutet*). Aus 
(3.) und (4.) folgt zunächst (für 3 = 0) 


(9.) K,= A 


m — 01 02... Om, Aa = R,-ı = 0,02...0,—1r 


Indem man sodann auf den rechten Seiten von (3.) und (4.) (nach Fort- 
hebung der Summanden XK,, A,, L._,, R,_ı und Division durch 3) die 
Potenzen von z mit Hülfe von (8.) nach den Factoriellen [s—1], entwickelt, 
findet man die Gleichungen **) 
OR Da [ET Ant er Ann HH Any 

| + A, ++? A + az 
für a=1, 2, ...., m—l, und 
a REP R tRR + 

| +? R,_, + +d0PR,+d0Z? 
für 0o=2, 3, ..., »—1l. Zu einer zweiten Darstellung der Grössen K,„_,, 


L,_„ als Funetionen von &, ..., ©, --. gelangt man, wenn man die 


Constanten 
(12.) 


einführt und (für ein beliebiges z) 
(13.)  (2+b)(z+b,)...(2+b,) = 3"+B,2”""+--+B,_3+B,; 
(14) (2+s)(2+8)...(2+8,_,) = 27"+8,3”""+-- +8, .3+S,_, 


BR 


(bi _. a—l, b; vn 0%—1, b,, ze On—l, 
\s=0-l, 2=09-1 .., Sa=9ml 


setzt. Es gelten dann die Gleichungen 
(dB. HB HB + 


(1&) Bun, 
\ ) . | ot di’ B„_, +" +dY”B, +d 


") Cf. Bd. 102 dieses Journales, S. 114—123. Gemäss obiger Definition ist 





N) 9» D (p +1 
9, Mer, =, are 


ao, _ (PtBpp-1Xp—2) (P-1)(P—2) 
ande 1.2.3.4 2 





ai), „u rt Era 
SAN © © hi:;: 

Sodann besteht die recurrirende Gleichung 
nr) +. 


Für v>p ist dA? —=0. 
**) Math. Annalen, Bd. 38, S. 593. 
“") Math. Annalen, Bd. 38, S. 595. 
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für u=0, 1, 2,..., m—l1, und 
(HS. +48,8 


u—1 


{ | 
n—u—l1 7 ar, in —? + w 
ei. .- ) n —? ) r 
| + MI PS,_, + +dß IS, +d" 1) 


u—1 pn! 
für u = 1, 2, 3. oe, n—1. 


16) I 


82. 


Im Folgenden soll gezeigt werden, dass man die Differentialgleichung 
(1.) auf eine analog gebildete Differentialgleichung (2—1)-ter Ordnung redu- 
eiren kann, indem man für y ein passend gewähltes bestimmtes Integral 
einsetzt. Diese Reduction lässt sich auf eine doppelte Weise durchführen. 
Es werden hier für y nach einander die zwei Ausdrücke 


(17.) y= /[ (-a)"Tat 
und 


(18.) y= f’e'Tat 


9 

substituirt, in denen g, A, « constant sind und T von £ allein abhängt. 
Man kann dann in beiden Fällen die Variable T als Function von £ durch 
eine lineare Differentialgleichung (»—1)-ter Ordnung definiren. 

Die Substitution (17.) ist dieselbe, die in den erwähnten Abhandlungen 
im 102. und 108. Bande dieses Journales die Grundlage der Rechnung bildet. 
In (17.) ist für g, resp. unter gewissen Voraussetzungen auch der Werth x 
zulässig. Die Substitution (18.) habe ich in dem kürzlich veröffentlich- 
ten Aufsatze „Ueber die Reduction der Differentialgleichung der Reihe 
(0, O2 ++, &-13 2)"*) für einen Grenzfall der Gleichung (1.) — der 
dem Werthe m = 0 entspricht — in ähnlicher Weise wie hier benutzt. An 
Stelle von T wird, sowohl wenn die Gleichung (17.), als auch wenn die 
Gleichung (18.) zur Anwendung gelangt, eine neue Variable T eingeführt, 
welche gleich dem Producte aus T und einer Potenz von £ ist. Die Diffe- 
rentialgleichung, die sich für T ergiebt, ist eine Gleichung (»a—1)-ter Ordnung 
von der Form (1.)**). Geht man von der Substitution (17.) aus, so wird 





*) Dieses Journal, Bd. 110, S. 188, 
**) Die Buchstaben T und T sind in beiden Fällen (jedoch in verschiedener Bedeu- 
tung) angewendet worden. 
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die Gleichung für T aus der Gleichung (1.) erhalten, wenn man n, m, x, y 
beziehungsweise durch »—1, m—1, t, T und zugleich K,, L,,.... durch 
andere Constante K;, L,, ... ersetzt. Bei Substitution des Integrales (18.) 
findet im Uebrigen das Gleiche statt; nur bleibt die Zahl m unverändert. 
Die Differentialgleichung für T wird demnach durch F-Reihen (n—1)-ter 
Ordnung integrirt. Bei diesen Reihen ist, gemäss dem soeben Gesagten, 
die Anzahi der Zähler-Parameter (die in (7.) durch «@,, ..., «, bezeichnet 
sind) gleich m—1 oder gleich m, je nachdem das Integral (17.) oder das 
Integral (18.) in (1.) substituirt worden ist. Die Anzahl der Nenner-Para- 
meter (in (7.) durch @,, ..., @,.ı bezeichnet) ist in beiden Fällen gleich 
n—2, da sie durch die Ordnung der zugehörigen Differentialgleichung direet 
bestimmt wird. Sowohl die Zähler- als die Nenner-Parameter der gedachten 
Reihen (a—1)-ter Ordnung sind linear durch die Parameter der Reihe (7.) 
ausdrückbar. 

Die auf die Substitution (17.) bezüglichen Rechnungen sind in den 
nachstehenden $$ 3—7, die auf die Substitution (18.) bezüglichen in den 
$$ 8—9 enthalten. Es kommen bei diesen Entwickelungen einige Sätze 
über Binomialcoeffiecienten und über die Coefficienten d(?, sowie ein Satz 
über eine Doppelsumme zur Anwendung, die zunächst angeführt sein mögen. 

Wird durch (0), der Binomialcoefficient 





an et 


bezeichnet, so gelten bekanntlich die Formeln 
(20.) (0), = (0-1), +(0—1),_,, 
21) (+7), = (HAND ADDtm 


in denen © irgend eine positive ganze Zahl, und o, 7 beliebige Grössen 
bedeuten. Für @=—1 ergiebt sich aus (21.) 


Gl), = (VON td + 
oder, wenn mit 1.2.3... multiplieirt wird (efr. (2.)), 
(22.) [o-1]; = [oJ -Lhlel-+lklole- + DL) + HE: 
Da (—g); den Werth 








1.2.2 


hat, so kann (—1)'(—o), statt (o—1), geschrieben werden. Aus der soeben 


“dienen 
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erwähnten Gleichung folgt demnach 
(0); = 1-9), +) -()+ +10): 
oder, wenn o= —w gesetzt wird, 
23) (o+ö), = 14+(w),+(w-+H1),+(w+2),+-(w@+i—1). 
Für o=g+k, i=I!—k nimmt diese Formel die Gestalt 
23") g+D. = Zatr-Du 
an. 


Der Binomialcoeffieient (o—r), ist mit (—1)’(r—-0+:i—1), identisch. 
Aber nach (21.) kann für (r-+i—o-—1), die Summe 


HEIL Dit HH) Dir Ho) 


= CH)-EHHleHd) ++ Dat dertD rt + DH), 
gesetzt werden. Also gilt die Gleichung 
is 
(24.) (7), = (-N’ E(-Ne+HN_ (HD. 


Die linke Seite von (24.) bleibt unverändert, wenn man o-+u-+l1, r-+u--1 
statt o, r schreibt. Daher ist 


(o—T), = >21) t+i+u+l),_,(o+l+u+]). 


Bei Anwendung der Bezeichnungen 
itu+l=rv, I+u+1l=k 
ergiebt sich hieraus, wenn unter « eine beliebige positive ganze Zahl oder 


> 


der Werth Null verstanden wird (unter der Voraussetzung v > u) die Formel 
k=v 
2er) lu, 3 -DIANAoHN u 
re. 
Werden o und z einander gleich, während © > 0 ist, so verschwindet 
(o—r). Man nehme in (24.) sowohl o als r gleich der positiven ganzen 
Zahl u. Dann ist 


2(- l)(u+i),-(utl), = 0 
I—0 


oder wenn statt / ein Summationsindex % mittelst der Gleichung !+u = k 
eingeführt wird, 


k=yu-+i A \ 
= (—1) (ut dur =U. 
= 
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Bezeichnet man also «-+i durch v, so hat man die Formel 


k=y 
(25) EN, = 0 


in der » und « im Uebrigen beliebige positive ganze Zahlen sind (ein- 
schliesslich des Werthes «=0), jedoch » > u vorausgesetzt wird. Im 
Fallv= u nimmt (da dann auch k=u=+ ist) die linke Seite von (25.) 
den Werth (—1)* an. Aus (25.) wird durch die Substitution 

u=wW—l, v=ev—l, k=K-1 


(unter Hinzufügung des Faetors —1) die Gleichung 
k’=y’ 
(25°.) =.C-VDe-D,rk-Di- = 0 
2. 


mit der Bedingung v’ > w erhalten. Für v’= w wird die linke Seite von 
(25°.) gleich (—1)". 
Man bemerke, dass nach (2.) und (19.) 


(26.) (el, @), = (le), 
ist. Ausserdem sei erwähnt, dass unter [2]|* hier der Ausdruck 
(27.) [2] = 2(@+1)(®+2)...(+v- -1), [2] =1. 


verstanden wird. 

Aus der Theorie der Coeffieienten d(” kommen im Folgenden haupt- 
sächlieh zwei Formeln in Betracht, die ich im 102. Bande dieses Journales 
($ 8 der genannten Abhandlung, Gleichungen (75.) und (77.), S. 123) abge- 
leitet habe. Sind p, k, p—k positive ganze Zahlen, so bestehen zwischen 
den p—k ersten Potenzen einer beliebigen Grösse z und den Factoriellen 
[2], [#2], -»-, [2], die Gleichungen 


PH), N, 3]: +(k+2),diP), 3], + + +(P),-4[2],— 


28. r P 

u. | = dP+HpNETE3+Hp PH + (pP), nd) ar 
und 

29.) ja’ +k+2)dlalı+(k+ et +(p+D),d”[2]),-. 

THF DEP + Da ++ p+D, dr, 


in denen (k+i),, (p), etc. (nach (19.)) Binomialeoeffieienten bedeuten. 
Hängt ferner ein Ausdruck w(i, k) von den positiven ganzen Zahlen 
i und % ab, so hat man die Formel 


k=n i=n in ki 
(30) ZZvi,)= N v6, h 


i=y k=y 








® 
Re, 
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Denn beide Summationsindices i, Ak variiren von v bis n, und es sollen 


| mit einem bestimmten Werthe ö alle Zahlen %#, die 
| werden. 


i sind, eombinirt 


zn 
m 





$ 3. 
Um die Substitution (17.) 
m / d-a)"Taı 

9 
auf die Differentialgleichung (1.) anzuwenden, bringt man letztere zweck- 
mässigerweise auf eine Form, welche in $ 9 der oben erwähnten Abhand- 
lung im 102. Bande dieses Journales (S. 128) angegeben ist. Es werde, 
wie dort, die Differentialgleichung 








> dr- 
(z = Z: n E + (a+n—1)ıf, (2) — — fu) €)\ dr" E 
zZ \ a 
+la+n—1)f, @)-(e+n—2)f. (2) +f,_,(x ze) 4 eu. 
ee. ((e+n—1),_.a" (a) (a+n—2), „fl E) + day 
(31.) \ + l— Yn "Ta + far (©) h H—1)"#f,( , r)) d.rH 
((@«-+n—1),_ı E Da) (e+n—2),-: ni ’() y A | dy 
| te DH AH N) | dx 
(( at Hn—1),f; ; ar EN P - +.) 
+ | \ 2(o —1)' Y Eu V 
+ (— 1) Mt +) j («) +( ig oe), fı (€) ) 


betrachtet, in welcher (für k = eh, „n) f(x) eine ganze Function kten 
oder niedrigeren Grades von x, fi”(z) die vte Ableitung von f(x), und 
(@a+n—1), ete. Binomialcoefficienten bedeuten. Die Substitution (17.) ver- 
wandelt dieselbe, wenn der Taylorsche Satz 


I— x 7 ee ı 2 t— x) PN 
KH) HR HH) = hl 
berücksichtigt wird, in die Gleichung 


*h ” 
[e+1]ı / -a)"OTId-[e+1]. d-a) tr OTat 


9 


(32.) ++ DaH] [ad HTae 


| HD a OTar = 0, 
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Die einzelnen Summanden von (32.) lassen sich durch wiederholte An- 
wendung der theilweisen Integration in der Art umformen, dass hinter dem 
Integralzeichen keine andere Potenz von t—-x als die (—«—1)-te übrig 
bleibt. Man gelangt hierdurch zu der Gleichung 


(M|.-. 2. [M].-, 








Pr OT) Ar NT) a lfn-({)R) 
) ie dir! dir =? | dir? 
Y 2) Uf,2) dt = (, 
n—?2 ( 2 N n— 
ET HOT 
in welcher M den Ausdruck 
f k=n 
E-WH[CH]A-e)DT 
kn R T 
+3 (Ha +1] Ga) EBD 1. 
3) M= rn B 
0.) 4 en 2 nn dr3(f MI) 
+ 2 Vet ne 
„ ET (LH) 
lt nen Ja) 
Ü €) di"? 





bezeichnet. Es werde nun die Grösse T als Funetion von £ dureh die 
lineare Differentialgleiehung (»—1)-ter Ordnung 
LOD _ CAD | Ch-r)D) 


IR dir—! dr? 2 2087 
(54#.) 


ns AED; ae 
ET HOT = 0 





bestimmt, und für g, h die Bedingung 

(39.) [M\,-,—[M)-, = 0 
festgesetzt. Dann stellt das bestimmte Integral (17.) eine partieuläre Lösung 
der Differentialgleichung (31.) dar, so dass letztere auf die Differential- 
gleichung (34.) zurückgeführt ist*). 

Diese Rechnung überträgt sich auf die Differentialgleichung (1.), 
weil bei passender Wahl der Functionen f,(x) und der Constante « die 
Gleichung (31.) sich in die Gleichung (1.) verwandelt. Es werde, für 
keld.:uh 


(86.) fi(2) = He +H,a" 


*) S, Bd. 102 dieses Journales, S. 128—130. 
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esetzt, wo @, und H, Constante bezeichnen. Dann zeht in (31.) der Factor 
I k > \ / 
d# 


un 
von welcher 


kn . 
2 (1) "(a +4—1)_,.""(@) 


gt 


geschrieben werden kann, in den Ausdruck 
kn 


ku 
— a" Z(-N”"ao+k—1)_ [kt E(-D""la+k—1),-„[k—1])-.H: 
kzu 


ku ” 
über: [%],_„, [#—1].-, bedeuten nach (2.) die Produete 
k(k—1)(k—2)...(u+l), (k-V)(k—2)(k—B)... u. 


Andererseits ist in der Gleichung (1.), deren sämmtliche Summanden man 


H 


sich nach links gebracht denken möge, der Coefficient von —, — gleich 
( zH I 


* 1) —1 
En, 


7 


wenn man unter K,„_, im Fall «>m den Werth Null und unter K, und 


. . rn ar ® fi n . / 
L, den Werth Eins versteht. Die Factoren von ’ > in (31.) und in (1.) 
ax“ j x F 


werden also gleichlautend (für «= 1,2,...,»), sobald die Gleichungen 


kn 
(37. EN ar Di, [HuG = Ku, 
(38.) z (-1)"*(@a+k—1),_,[k-1)_,.H, = L._. 


erfüllt sind. 
Die Gleichungen (37.) und (38.) dienen zur Bestimmung der Grössen 
G, und H,. Man schliesst zunächst, dass 
(39.) G,=0 für km 


ist. Im Uebrigen findet man 


yv—_m 


(40.) G, = >) (—1)” Zu (v), [+ v—1|, Zi K, dürk=1L2 ..... m 
und 
H,= 2 (-1"-1),.[e+r-1),.d,-,, 
er‘ - 
(41.) we (für } aa 
H, = E& (-1)"”[e+r-1],_,L._,. 
vl 





Es ist leicht zu bestätigen, dass die letzteren Werthe den Bedin- 
gungen (37.) und (38.) (für «=1,2,...,r) entsprechen. In (37.) kann, 
g* 
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wegen (39.), die obere Grenze der Summation gleich m (statt gleich ») ge- 
nommen werden. Im Fall «= m ergiebt sich aus (37.) die Gleichung 


(—1)"" G,„ = 2 a 1, (G (—1)"", 


welche mit (40.) für k=m übereinstimmt. Ebenso folgt sowohl aus der 

Gleichung (38.) für ve=n, als auch aus der Gleichung (41.) für k=n, dass 
ZH=-L=1 

ist. Die linke Seite von (37.), in der jetzt u <m vorausgesetzt werden 

darf, geht durch die Substitution der Werthe (40.), wenn zugleich, nach 


(26.), [e+k—1],_,(K),_. Statt (a+k—1),_ [kl geschrieben wird, in die 


u ku 
Doppelsumme 
k=m vzm 
Re (1 "To +k—1]_,(ki-. zZ (1) (),_,.[e+r—1],_,.K,.-, 
u yvk 


über; und hieraus entsteht durch Berücksichtigung der Formel (30.) und 
der Identität 


[e+r—1],_,[e+k—1] 


u = (a+v—1l)(a+v—2)...(a+k)(a+k—1)...(e+ u) 


= [«e+v—1],_, 
der Ausdruck: 


v—ım - 


k=v 
a f Y } \k ’ nr 
< (-V’fe+vr—1,_ „Kun, & (—1) v),_(h)i- u 
u 


vu 
Nach (25.) istZaber 


Den (0 im Fall v > u, 


. fd as “ 
& (—1)'(v),_,(h 


/k— er \ . A 
= *  le-1)%* im Fall v= u. 
Somit bleibt von der betrachteten Doppelsumme nur der zu v=u ge- 
hörige Term 
x / \ 
(-1)[@+u—1],K,.-„(-D, = RER 

übrig. 

Eine analoge Rechnung gilt für die Grössen A,.. Die linke Seite 
von (38.), in der zunächst «> 1 vorausgesetzt werden möge, lautet, wenn 


man für H, die Werthe (41.) substituirt und die Formel (30.) anwendet, 


ven 


3 (-1y[e+v-1])_,L._, E- 1@—1), (Di. 


vu 
Da nun nach (25*.) 
‚0 im Fall v» > u, 


kz=y 
& ki, (k— = 
zu ( 1),_,(k I(—1)# im Fall vv u 


N R 


eg Ne 
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ist, so redueirt sich die obige Doppelsumme auf den Term Z,_,. Ist « 
gleich 1, so ergiebt sich für die linke Seite von (38.), wenn das zuk=u= | 
gehörige Glied für sich geschrieben wird, in Folge der Gleichungen (41.) 
der Ausdruck: 


-DI-NYTILS+ 2 (-D’[e+r-1),2,, 


kn vn 
+3 (-1)"e+k-1}, 3 (-1)” 9-1), le +r 1, 
k=2 k 


y 


Derselbe nimmt durch die Formel (30.), da die einfache Summe nach v sich 
dann mit der Doppelsumme vereinigen lässt (die Grenze wird k= 1), die Gestalt 
von ’ Ay . 
L._.+ 2 (-1’[{e+v-1], 4b, 2-11)... 
) 2 
an. Die neben ZL,_, stehende Doppelsumme verschwindet aber, da nach der 
Formel (25°) (in der «=1, v’ =v 


genommen wird) 


S (-1)(v—1),_: 

ist. 

Hiermit ist bewiesen, dass die in (39.), (40.), (41.) bezeichneten 
Werthe der Constanten G, und H, die Bedingungen (37.) und (38.) für 

=1, 2, ...., » erfüllen. 

Damit die Differentialgleichungen (1.) und (31.) identisch werden, 
ist nun noch erforderlich, dass die Coeffieienten von y einander gleich seien. 
Dies führt zu der Bedingungsgleichung 


(42,) x (- 1)"—*(a+k—1),[k],G, = K,, 


durch welche die Constante « bestimmt wird. Substituirt man in die linke 
Seite von (42.) die Werthe (39.), (40.) der Grössen @,, so entsteht aus der- 
selben (nach Berücksichtigung von (30.)) die Doppelsumme 


vm 


2 (-Nfe+r-1,K,, 2 Do), 
für die, da aus (25.) (im Fall «=0) die Gleichung 

z -YO,n=0, dh 2 (-No)=-i 
folgt, die einfache Summe 


v=m 


— 2 (-D’[e+v-1],K 
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gesetzt werden kann: Nach (2.) ist aber 
(-1)’[e+v—1]l, = (-V’(a+r—1)(e+v—2)...(a+1)e 
= (—0)(—e—1).-(-—e-rv+1)=[—e],. 
Daher lautet die Gleichung (42.) 
[a]. +K,|—e]„_+KR:[-e]„.+-+K,[-e]+K, = 0 
oder, wenn die Gleichungen (3.) und (5.) beachtet werden (für 3= —e), 
(0, — 0); —0)...(0,—0) =. 
Der Bedingung (42.) ist also genügt, sobald & einem der Werthe «,, @, ..., 
%, gleich wird. Es möge hier 
(43.) & ei 


genommen werden. 


$ 4. 

Die Einführung des Integrales (17.) in die Differentialgleichung (1.) 
liefert, wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, für T eine Differential- 
gleichung (»—1)-ter Ordnung, die aus (34.) erhalten wird, wenn man die 
Funetionen fi, ..., f, durch die Gleichungen (36.), (39.), (40.), (41.) und 


. 


die Constante « durch (43.) definirt. Es werde nun 
(44, T=#T 


gesetzt, wo & eine Uonstante bedeutet. Dann gilt für T die Differential- 


gleichung 
x—n—1 da’ f, (DET! 
SE. \n—x—] Hz+] Ef \n—1 (NET — 
- - 1) i di* lc & fi gt 1 Ei 0 
d. h. 


ei s—n—l : 4 d’!—G,ı jetx+!T -H,ı ie+*T! hr . R 
(45.) 3 (Ya — DI are — +1) -@£++H#lT=0. 


Aus dem bekannten Satze über die höheren Differentialquotienten eines 
Productes ergiebt sich (bei Anwendung der Bezeichnungen (2.) und (19.)) 


d*T r u er ae iR 
t’ -(2),[4 |, 8°" (#12, - 
46.) d*(t‘T) di” ri Il 1! EN 3 1! _ zöe 
| ). ) = 
n | di” ’ d“T AR 
ee! 7 —ı+u | —H 
TITTEN ul&)e „E din re t[Alt T. 





u. IT 2. 
Differentialquotient - für sel, 2... nl 


Demnach hat in (45.) der Zu 
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den Faetor 


z—=n—l1 


— fit url 5 (—1)"' (2 „[E 27 IE u (1, +1 
zu 


_n- 
e+ u , \n—x—1/,.,‘ [ 2%] 
er (1y@. [etz uHer 


F4 u\ KA “r 


und die Grösse T den Factor 


»—n—| . u 1 
— ger! > (—1)"fe+z2+1],@,,1+8 oo (—1)" x 'f&+z],H,... 


ch) 2A) 


In letzteren Ausdrücken können die Summen, welche die Grössen @,,, 


) genommen 


enthalten, zwischen den Grenzen z= u und z= m-—1 (statt n—1) ; 
werden, da @,;1ı, @,„42, ... nach (39.) gleich Null sind. Man bezeichne 


! 


durch K,,_,_.ı und L,_,-, die Constanten 





»—=m-—1 
(41.) Mi 5 nn P (1) ae), „be +7 Hl Z—U (G, +1 (tur 4 niEEZZ ) 
zu 
und 
s z=n-—1l R h 
(48.) Re - 2& Teile Rx)... H,: 19 ur 
4 [A 
ferner durch K/_, und ZL/_, die Constanten 
z»—=m—] 
(49, Ku, = 2 (Di ls+e+1).G 
z—n—] 
(50.) A P (—1)"""fe+z], Hy. 
Dann nimmt die Gleichung (45.), nach Division mit #*', die Form 
u u=n-—] i d“T L' ıT u=m—] d“T . 
31. EA un a u u da “U: 
En Fi  ., True zZ Mm FA 
an. Für v=m-l, resp. u=n-—1 folgt aus (47.), (48.) (da G,= (—1)" 


und H,=1 ist) 

un=-il bei 
Man verfügt nunmehr über die Constante e, welche durch die Substitution 
(44.) eingeführt wurde, in der Art, dass man 


(52.) ' AABaRe u | 
setzt. Hierdurch ergiebt sich aus (51.) die Gleichung 
u ei U ar 
tr 
u Tr ' UT IT 
te... M BR | ı © +. +L,;l ae 0 5 va 
(53 ) dt! di® dt 
FE or EEE a EEE u: 
m tar rt Gr 
>. d-T _ . dT . . 
BEE M 2 CRDRER f L Ay 
P++H,_.-‚t 7 a K,_,t A” Bi: 
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Man hat also in der That für T eine Differentialgleichung gewonnen, 


welche aus entsteht, wenn die Grössen », m, x, y, K,, L., ... bezw. 
durch »—1, m—1, t, T, K,, L\, ... ersetzt werden. 





$5. 

Die Parameter der F-Reihen (»—1)-ter Ordnung, welche der Diffe- 
rentialgleichung (53.) genügen, sind, wie im Folgenden gezeigt werden soll, 
lineare ganze Functionen der Constanten «&,, 0. Der Beweis dieses Satzes 
und die Herstellung der bezüglichen Werthe der Parameter erfordert die 
Ausführung gewisser Hülfsrechnungen. Es werden zunächst die Ausdrücke 
der Constanten @,, @, ..., sodann die Ausdrücke der Constanten K},K:;,..., 
L,, I, ... einer Umformung unterzogen, wodurch zugleich der Werth der 
dureh (52.) bestimmten Constante e ermittelt wird. 

Die Grössen K,, ..., K, hängen durch die Gleichungen (3.) und 
(5.) VON &, ..., %. ab. Für 0o„=V ist K„=A„=0. Es mögen nun 
durch J,..., J._ı diejenigen Werthe bezeichnet werden, in welche Ä,,..., 
K,_, im Falle «,= 0 übergehen. Unter J, werde der Werth 1 verstanden. 
Definirt man C,, ©;, ..., ©,,_, als die elementaren symmetrischen Functionen 


von &, a, 2.5 %,_, und setzt demgemäss (für ein beliebiges z) 
(54) 3"7+03”°+0,3”" +... +0, .3+0,-, = (3+0,)(3+0@)...(34+ 0,1). 
so gilt nach (10.) (für v=1, 2, ...., m—1) die Gleichung 
(59.) J en p’  Cn- „rad2,C m—y—1 er —u- sr 
o N + nat tr +". 
Denn für @,=0 redueiren sich A,, ..., A.-ı auf C,, ..., C,_. Die Be- 
trachtung des Falles «,= 0 lässt ferner aus (3.) die Gleichung 
[2].+ £ [2 ]n-ı+ J,|z 1u-2+" + Iu2l2], + Ja-ı [2]. 

= 3"+0,3""+0,3”" +. +0,.,2°+0,_,2 
entstehen, welche nach Division durch z und nach Berücksichtigung von 
(54.) die Gestalt 
| [3—1].-ıtJı [»—1]._.+J:[2—1], 3+ + ao. [(»—1],+ dam 
| (3+0,)(3-+0)...(3+0,_,) 
annimmt. Multiplieirt man (56.) mit s+«,, so stimmt die rechte Seite mit 
der rechten Seite von (5.), also auch mit der linken Seite von (3.) überein, 


(26.) 






























en ; 
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während man links den Ausdruck 


[z2]n+tJı [2]._1+° +0, 2 —1].-ı +J, E —-1],_: ++) 


erhält. Somit ergiebt sich (für ein beliebiges z) 





[21»+K, [2].-ı+ -+K, _,[2 |, + +K,[2|+K, 
57.) = (3. +Jı[2).-1+ + Yn-ı in (2): 
+0,» —-1].-ı+J[2-1].-2+ +4,13 -1)4+ + J._!. 


Auf die Factoriellen [z—1]._,, [®—1]._., ... wendet man die Gleichung (22.) 


3-1) = [3)-[Alal-+ + DIL, ++ 
an. Dann führt die Vergleichung der Coeffieienten von [z], auf der linken 
und der rechten Seite von (57.) zu der Formel 


I= Zr 


(98.) En, = Jar tm 2 2 HN, 


m—i—] 


für» =1,2,..., m—1. 
Um die Constanten @, umzuformen, giebt man der Gleichung (40.), 
für k=1, 2, ...., m—1, unter Abtrennung eines Summandus die Form 
vyv=m—l . - 
6 = NY m)letm-1],.4+ 2 7 @),.le+r-1),.K,.. 
v=k 
und setzt statt X,_, die Summe (58.), statt « den Werth «,„ ein. Hierdurch 
entsteht, nach Benutzung der Formeln (26.) und (30.), für @, der Ausdruck 


v=m—] 


(—1)”" (m)„_ı[%.+m—1].- 7 = (—1)"”(v), ‚[e, +r—1],_,J, 


I=m—1 v=l 
+0, P:- (1) J,, i—1 > I, [v], k (q, +r—l), 
i=k vk 


Der erste Term lässt sich mit der einfachen Summe (nach ) verbinden, 
da er dem Werthe »= m entspricht. Man trennt jedoch zugleich von der 
genannten Summe den zuv= k gehörigen Term (—1)""J,_, ab und schreibt 
ausserdem (nach (2.)) 


[@e„+r—1],_; = [e„+r—1],_; ı(o,+k). 
Ferner ist zu beachten, dass die obige Doppelsumme, wenn 
NP), = 1d-D..@+1r...(k+D) = [N 


substituirt wird, in 


I=m— 


vl 
En = (& 1) TI, Ja-i-ı - (@„+r—1), —k 
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übergeht, wofür wegen der Identität 

v=l 

= (@„+tr—1),_; a. (an+Dı-. 
(efr. (23°.)) die einfache Summe 

I=m—1 


Om - (— 3 aa uU (@, + Dada 


gesetzt werden kann. Indem man statt Z einen Index v'’=/+1 einführt 
und wiederum die Gleichung (26.) anwendet, erhält man für @, den Ausdruck 


(— 1 . m—k + (0, + 4) Z- (— 1)” er (V),_. [o,„ + Dre 3 RER . ARE 





v’=m 
+ Om ii. (— RP (v' VER 1. [@„-+ v' —1],_.-1da—,. 


Gr An 2 2 1" 0),_le,t+r- 1, J,_, 


vzm 


+ 2 (1, a-@-D,llantr Ude 





Aber einerseits ist 





k(v), _— v(v—1),_;, 


andererseits folgt aus (20.) 
Pr), -e—1l),o- = (1), 


also ergiebt sich 
= Dat, ZN @-D, at Nlantr Ude 


Wird nun («„+r)[e„+v—1],_,-ı durch [e„-+v],_, ersetzt (nach (2.)), so 
kann im Falle A>1 der erste Term der rechten Seite unmittelbar mit der 
daneben stehenden Summe (die dann zwischen den Grenzen k und m zu 
nehmen ist) vereinigt werden. Das Nämliche findet im Falle k=1 statt, 
nachdem für v—1),_, der Werth 1 gesetzt worden ist. Man gelangt auf 


diese Weise zu den Gleichungen 


(59.) = 2-10 -VD,olentr),.d; 


v=k 


für k=2, 3, ..., m—l, und 
(60.) = 2 (-Vrlantr)d 














RETTEN 


TEEN EEE NONE SH 
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$ 6. 

Die in der Differentialgleichung (53.) vorkommenden Constanten 
Kı,...„, K,.-., L, -.., Z,,» wurden durch die Gleichungen (47.) bis (50.) 
definirt. Man führt in letztere Gleichungen einen neuen Summationsindex 
k=z-+1 ein und substituirt hierauf in (47.) und (49.) die Werthe (59.), 
(60.) für die Coefficienten @,, in (48.) und (50.) die Werthe (41.) für die 
Coeffieienten H,. Es folgt dann aus (47.) (bei Berücksichtigung von (26.)) 


k=m yvm 
nn var BE (1) *[k— 1l-„-1(e+ = (—1)" ai v—1|, —) (at v), A J,. -v 


oder, wenn die Formel (30.) angewendet und 
r—1],l-1h-,- = -)e—2)...klk—1)...(u+l)=[p—l],_,.- 


gesetzt wird, 


v=m k=rv 
WAREN = E3 [-1]_,-J., 2 -D"a,+r),,(e+h)ı-u-i: 
v=u+l k=u+l 
Nun ist nach (24*.) 
k=y 
Ss (1) "(a,+r),-r(e+Mı-.-ı = (E04), u-: 
k=zu+l 
Nennt man also © die Constante 
(61.) 2) - EU 
so ergiebt sich (nach nochmaliger Benutzung der Formel (26.)) die Gleichung 
2)  Kı= Zoll 
v=u 


in der « eine der Zahlen 1, 2, ..., m—1 bedeutet. 
In derselben Weise leitet man aus (48.) die Gleichung 
vn kz= 
ER ns 5 r—1],_,-\L2.-, P;: (1) "a, +r—1),_,(e+k-N-.-: 
v=u+l k=u+l 


ab, deren rechte Seite sich auf eine einfache Summe redueirt, da nach (24°.) 


y 


k=y 
3 (-1)"a„—14v),_,(e-1+hNı_.-ı = (e-0,),-u- = (N), -.-ı 


=u+1 


ist. Man findet demgemäss 
(63.) L.,= 206-1), ,..[/6_.L, 


v=yu-+l 
für u=1, 2, ..., n—l. 
Es bleibt übrig, die Ausdrücke der Constanten K,_, und L_, zu 


behandeln. Trennt man von der Summe (50.) den (zu k=(0 gehörigen) 
10* 
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Term (—1)"""H, ab, und setzt =z-+1, so hat man 
kn 
Li = CY’H+ 2 (-D""[e+k—1])-.H, 


oder, wegen (40.), (41.) (wo der zuv=]1 gehörige Term für sich ge- 
schrieben wird) und (30.), wenn zugleich die Identität 


fe+k—1],,[ 1], = (e+k-Yl%-1,-,[9 1], = (e+k-1)-v 1), 
beachtet wird, 


ven 


L.-.+ z (—1)’ [a„+rv —1],_ı Mi, 
L.: .- Si 





vn 
N 


k=y 
Pi: v— 5 L., = (—1) (a, +r—1),_r(E + k— Lo 


on ) 


" 

Hierin kann die einfache Summe mit der Doppelsumme (in der k dann die 

Grenzen 1 und erhält) vereinigt werden, worauf die Formel (24°.) (für «= 0) 
ENw HN, HM = e-a),= (0). 

ergiebt. Somit ist 


L, IE oe L.-ı+ = [v Ka 1),_,(0),_,L._, ur. L.-ı+ = [0),_. Bi; 


oder 
(64.) L,= 3 [0,2 
Durch eine genau analoge Rechnung wird aus (49.) die Gleichung 
(65.) Ku, = Z[9),_.J., 


gewonnen, in der © wiederum die Constante e—e,, bezeichnet. 
Nach (52.) soll die Grösse L,_, verschwinden. Da nun nach (4.) 
und (6.) 
(O,-ıtZa[l9,-+B[9),-++2%-l0)+L-1 = (9+0)(9+E)...(0+0,-) 
ist, so geht aus (52.) und (64.) die Gleichung 
(O+0)(9+9:)...(O+0,-1) = 0 

hervor. Man wähle 

(66.) 0=E:—4,= —0,-, 
also 


e = An Q„—1° 


Das Integral (17.) nimmt in Folge von (43.), (44.) und (66.) die Gestalt 
(67.) y=/ d-J)"e Ta 


9 




















er 
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7. 
Nachdem die Gleichungen (62.), (63.), (65.) abgeleitet sind, ist der 
Nachweis, dass die Parameter der zu (53.) gehörigen F-Reihen linear von 
&, ©, -.. abhängen, leicht zu führen. Man nenne 


! 


(68.) Ki =0 o,—.+1, = 0,-1+1, le N Er 
Beten e = 0,3 —0,1+1. 
Dann lässt sich zeigen, dass die Coeffieienten K\,..., K,_, mit &. .... @/,_. 
und die Coefficienten Z,, ..., Z/_, mit 0, ..., oe,» durch Gleichungen ver- 


bunden sind, welche mit den zwischen K,, ..., K, und «,, ..., «,, resp. 
zwischen L.,..., Z,_, und 9, ..., 0 


Vn—1 


bestehenden Gleichungen ($ 1) 
identisch werden, falls man in letzteren m und » durch m—1 und n—1 er- 
setzt. In Folge dieses Umstandes lauten die »—1 Hauptintegrale der 
Differentialgleichung (53.) in Reihenform 


F ! ’ ’ & ! ! ! . \ 
Be ee re a A 


m ‚ \n—?2) 


! ' ! ! ! ! 
rc . 6 Sp %—0, +1, © ., Gmn-10ı -1; 
t fF ' ! ! L) 
—0, &-0,+1, 8—o1+1, ..., 0, .—o/i+1; £/ 


geh warf ı—0, u c, = 0n- er a er: ) 
2 — — 0, 2) 9, — 0n-2 ‚+1, 2 0,- >+1, ..., 0,37 Q, +1; t 


Auf die Rechnungen pi auf die Coeffiecienten L\, ..., L,_: 
braucht an dieser Stelle nicht eingegangen zu werden, da sie bereits durch 
$ 3 meiner Abhandlung „Ueber die Reduction der Differentialgleichung der 
Reihe %(01, 02, -+., 0,_13 2)" *) erledigt sind. Für die Coeffieienten K/,_,_ı 
soll eine zu (15.) analoge Gleichung hergestellt werden. 

Es seien qa,, As, ..., A„_ı die Constanten 


(69.) A, m 0, — 0-15 1 er 162) —- 0,.—13 Fe An = 0, ı "0, -19 


und U, W,, ..., A. die elementaren symmetrischen Functionen derselben, 
so dass für ein beliebiges & die Gleichung 


(70) &E+a)&-+0a)...(&+a.-,) = ET +UE”H + U,54+ Un 





*) Dieses Journal Bd. 110 S. 188. Die obige Gleichung (63.) stimmt mit der Glei- 
chung (24.) der genannten Abhandlung (wenn in letzterer v»—1 statt k und @ statt } ge- 
schrieben wird) überein. Ebenso sind die in $ 1 enthaltenen Gleichungen für die Coel- 
ficienten Z„-„ mit den dort angegebenen Gleichungen identisch. 
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gilt. Dann stellt die Summe 
(71.) dA, 2 tar Y ut KIN, ut .+di Arte 


diejenige Grösse dar, welche aus der rechten Seite von (15.) entsteht, wenn 
die Zahl m—1 an die Stelle von m, und zugleich die Constanten «|, @;, ... 
an die Stelle von «,, «&, ... treten. Denn die Werthe a, entsprechen, da 
sie gleich &—1 sind, den Werthen 5,, und die Üoefficienten WA, den Coef- 
ficienten B,. Der behauptete Zusammenhang zwischen K,, ..., K,_, einer- 
seits und @, ..., &,_, andererseits ist also erwiesen, wenn gezeigt wird, 
dass die in $ 6 angegebenen Ausdrücke der Constanten K,,_,-. für u= 0, 
1, 2, ..., m—2 gleich der Summe (71.) sind. 

us bemerke, dass wenn nach (69.) der Werth a,+o,_, für «, sub- 
stituirt und s+0,_, kurz 5 genannt wird, die Gleichung (54.), bei Berück- 
sichtigung von (70.), die Form 

(72.) (6 I P* 4 '+C, (E— 0, ) + + +0,2(&—0,_,)+ 0, 
| = CHART H HA SCH, 

erhält. Hierin bezeichnet & eine beliebige Grösse. Indem man nach An- 


wendung des binomischen Satzes die Coefficienten von £”” auf der linken 
und der rechten Seite von (72.) "einander gleich setzt, findet man 


i=m 
(73.) , Zn P3 (-1)”(d—-1)D,_,02:1C,.-: 
I=vy 


für =1, 2,..., m—1; C, bedeutet, wie auch W,, die Zahl 1. 
Die Constante J,_, wurde in (55.) als die Summe 


y- —m 


I—1 
AR a8 TE -- 1 moi 


en 
definir. Wenn man diesen Werth in die Gleichung (62.), durch welche 
K,,_,_, in den Fällen «=1, 2, ..., m—2 bestimmt wird, einsetzt und die 


Formel (30.) benutzt, so hat man 


iI=m v=l 
K! m 0 Ze (v—1), Be = [9], —u—1' 


m-u—1 
" =u+l v=u+l 


Die Summe, welche in letzterem Ausdruck den Factor von C,_, bildet, 
Kr’ HUHN EN +++ +A-Dna da [O)-a-1 

kann nach (28.) auf die Form 

d\ )L (— 1),dU” )0-- (l— 1); di» RR + +l-1)_.1d Qu 


ip 5 (-1)_,de 70” 


v=u+l 
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gebracht werden. Nach nochmaliger Anwendung von (30.) ergiebt sich 
also die Gleichung 


re 
Bi = dr 5 : (d- 1), YO, 
v=u-+l =; 
oder, wegen (73.) (da 9=—o,_, ist), 
v=m 
 SREP - s UT Ann 2 Be R... u-1 + IR, BR ...— d\, IA, di 0 
et 


Dies ist aber die Summe (71.). 

Im Falle «=0 hat man die Gleichung (62.) durch (65.) zu ersetzen. 
Nach Substitution der Werthe (55.) für J,_, und Berücksichtigung von (30.) 
entsteht aus (65.) die Gleichung 


K,_, = 20,2 B> deDT9),_.. 
ap Bu folgt nun N | 
Zur[e),_. = Hr) + + (HN = 0 
Daher ergiebt sich 
= x C„_(1-0,_,)" = (1-0,_)”" +0, (1-0,_)" "+ +0,-, 


oder, wenn die Gleichung (72.) für {= 1 benutzt wird, 
m; — WW. +%, +++, +1. 
Letzterer Ausdruck stellt die Summe (71.) im Falle «= 0 dar. 
Hiermit ist die in Rede stehende Beziehung zwischen den Coeffieienten 
K,, -.., Zi, ... und den Parametern «;, ..., 0; 


Pı; vollständig bewiesen * 
$ 8. 
Die zweite Substitution, welche auf die Differentialgleichung (1.) 
angewendet werden soll, ist die in (18.) angegebene 


r 


y- [e T dt. 


“ 


z Die Radisikeen in $$ 9—10 der oben erwähnten Abhandlung ‚Ueber die Diffe- 
rentialgleichung der allgemeineren hypergeometrischen Reihe ete.“ (dieses Journal, Bd. 102, 
S. 125— 142) und die Rechnungen in $ 3 der Abhandlung „Ueber eine lineare Diffe- 
rentialgleichung nter Ordnung mit einem endlichen singulären Punkte“ (dieses Journal, 
Bd. 108, S. 67— 78) werden zweckmässigerweise durch die Entwickelungen der obigen 
$$ 3—7 ersetzt, da letztere einfacher sind. Für die Zahl m ist dann der Werth n, resp. 
n—1 zu nehmen. 
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Man nimmt hierbei, indem man den (in dem Aufsatze des 102. Bandes 


behandelten) Fall m =» ausschliesst, m <r an. Durch Einführung des 
genannten Integrals entsteht aus (1.) die ac 


rer he 

















z" Kar! - x 
er er pet RT ei 
oder, wenn 
1 T 1 1 
m ‚DRERER. 3 MR in Le Fe ie Pl 
(714.) i= ru T = PT ER I g' h h 


gesetzt wird, 


u 
[ e el" + Le" tl" - +L, ct’ +L,_,f| Tod 


«/ 


g’ 


°h’ 
= Se rl" Kar tt +R, al +R,|Tdt. | 


ur 
g 


Die i-malige Anwendung der Formel der theilweisen Integration ergiebt aber*) 


SerarXar = [P+-1) J® u RT 
| diaH2 


[erst zar = [0234-1 E a, 


woselbst P, und Q; die Summen 


Bee - ee 
ee | ir Be: un De u FE u Zn A 
. ee re di": 

 —- e? . 

a. 62V) a de) | 
ER i ’r Be Zu) Se 
++ 


ee —.; a’(t wre ) 
ls richt __ ze Ms "il 3 - 


u di (iH1T u; dA i+1Z 
a = Ss? ET, Pe !, — +1) ae 











\ 











bedeuten. Es sei M der Ausdruck 


Be | Q,_\+L Q,_.+ L; Q,_3++L._ 0, 
(75.) NM = : 
\ —(P„+K,P„_ + RP„o+"+K,.-\Pı)- 





bs ln; SUR he 2 
TERM PTLETTTERBERN 


*) Man vergleiche die analogen Rechnungen der in $ 2 genannten Abhandlung 
„Ueber die Reduction der Differentialgleichung der Reihe %(@,, 0, - » », @&u-1; 2)“, dieses 
Journal, Bd. 110, S. 188. 
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Dann folgt aus (1.) 


ah’ en 1 : gi | 
= (—1)'L, ch u Tu 7 4 L 4 T 
is & \ i=] ( 
MI, + e” di nn 0), 
7 1 m dr zZ’ 
, — 5 (—1)K mm el © 
7 en rn - 1 








! 


Wird also für die Function T’ die Differentialgleichung (»—1)-ter Ordnung 


I—n—1 dt‘ 17T 
. / N \ = Zus 
Bl ai) 7 pe MAP Ar 
an 6==]1 
(76.) ER 
I BT . art '% ’ a 
nn y’/ rt 'K - SIE h ) 
Fr i / m—i di": i m = 





und für die Grenzen g, h die Bedingung 


M.-.-M],-, = 0 


aufgestellt, so ist das bestimmte Integral (18.) eine partieuläre Lösung der 
Differentialgleichung (1.). 
Mit Hülfe der bekannten Formel 


db _ (_yYygt d’(#=1«D) 
dt" ur di 


. ’ 1 ) DR . : 
in der £ den Werth —, und 2 eine beliebige Function bezeichnet, findet 


man (cfr. (74.)): 


dt”) _ (_YHgH dA 
dt" ’ ’ di 
d‘(ı'S) _ (tige d'(tX) 
dt" N ! dit 


so dass die Gleichung (76.) (nach Division durch —!) die Gestalt 





PR dT en 
& / PRRREEER .% L.-ı 2 
(17.) 

im _ di(1Z) . 

= 3 K„t! — +Kh,t? 
et di 

annimmt. Ferner wird 
3 VERIERGETE u |  d(P-HT 
P,.= -—e ae 3 are, 
; ’ 1 di 


0), = —e Fl u 5 x 
Nachdem in dieser Weise die Variable £ wieder eingeführt worden ist, lautet 


die Bedingung für die Integralgrenzen 


(18.) MM], = 0. 
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Man transformirt die Gleichung (77.) durch die Substitution 





(9.) T = #T, 
in der A eine Constante bedeutet. Dann gilt für T die Gleichung 
Er 
(80.) = car ” 
= S_ K,f +K,PHT. 





Aus der Formel (46.) geht hervor, dass der Factor von = auf der linken 


Seite von (80.) für u=1, 2, ..., a—1 durch den Ausdruck 


i=n—1 
yr# 2 ();_ „lrl:- —u EL. 1 


und auf der rechten Seite für «=1, 2, ..., m durch den Ausdruck 


a” | Dura Run; 


angegeben wird, während der a von T gleich 


ey i=m 


> [R]lZ,;-,. resp. * s [R+1];K 


= mu 


m—iı 


ist. Setzt man also zur Abkürzung 





(81.) ER . 5 (:- „A+1] m E.;, (für = 1, 2, .. ; m) 
i=u 
(82.) ER au 3 [8 ulkli- u 'FRRRRR Ger aml, 2... n-1) 
und 
(83.) Kt, . z A+1],K m—i» 
i=n—1 
(84.) %omi = 2 Mb 
i—U) 
so erhält man aus (80.), nach Division durch #*', die Gleichung 
yen-i_, deT ir en. ar 
. u—1 = 2 E. i 
= a dı“ T= . 2 Zr, u die +R,T. 


Die Coeffiecienten K, % sind nach a (82.) gleich Eins. Man bestimmt 
die Constante A durch die Gleichung 


(85.) =(. 


Dann besteht für T die Differentialgleichung 
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p- +2 Er +8,p- ze + 
Mn ER u 4 BURNEE URL LAT BR 
86. 
m re ge Sr - 
+, _ er, "+8, +8, T, 





die sich von der Gleichung (1.) nur dadurch unterscheidet, dass die Grössen 
n—1, t, T, $\, de ... an die Stelle von z, x, 9, K,, L,, ... getreten sind. 
Durch Z,_, wird nach (84.) die Summe 
(Al + L, [Aln-.+ L; [Aln-3 pr + L, —? [2]: +7 L.-ı 
bezeichnet, für die man, gemäss (4.) und (6.) das Produet 
(A+0,)(A+03)...(A-+0,_,) 
setzen kann. Der Bedingung (85.) ist also genügt, wenn 
(87.) = —0,_; 


genommen wird. Für y ergiebt sich dann der Ausdruck 


(88.) y= f'ermıTat, 


89. 
Da sowohl für A als auch für © der Werth —o,_, gewählt wurde 
(efr. (66.)), so sind, wie aus den Gleichungen (63.) und (82.) hervorgeht, 
die Constanten %,_,_, mit den Constanten Z,_,_, identisch. Denn bei Ein- 
führung des Summationsindex vr =i+1 lautet die Gleichung (82.) 


vn 
' s “ 
ER “ P> er En 
y=u+ 


Nennt man also (analog zur Bezeichnung in $S 7) «&, ©, ... die Constanten 


! r f 
_ 0,0, ‚+, 0, = 0, 2 - Din 1 +1, m (9 en Ü m —— @„—0,+l. 


' 


a 
9) I“ | 
9 =9-9-1tl @=9-9-tl -:, 9R2=90-ıtl, 


so gelten zwischen den Grössen 8, %, ..., 0, @, . .. dieselben Gleichungen 
wie zwischen den Grössen L,, L», ..., 01. ©, ».. (S 1), mit der Modification, 
dass hier a—1 statt » zu schreiben ist. 


Ferner sind die Grössen &\., .... S,, %: ..., «@„ mit einander durch 
11* 
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ein Gleichungssystem von genau derselben Art verbunden wie die Grössen 
K,, ..., Kuss %s ++, %. Man definirt m Constanten A,, ..., A, durch 


m», m 


die Gleichung 
{ N Sen ! m—1 I em—?2 2 io ! co ! | 4 / 
(90.) > +4, + A:5 +++4A,16+A, un (5 +0,)(6+0)...(5+0,), 


in der {© einen beliebigen Werth bedeutet, und setzt A,=1. Nach (10.) 
wird der Coefficient K,„_, im Falle «>>0 durch die Summe 


em 


. (i—1) 
<z d,=ı m—i 
I= u 


dargestellt, während K„= A, ist (efr. (9.)). Es soll nun gezeigt werden, 
dass für e=1, 2, ..., m—1 der Coeffieient $,_, in den entsprechenden 
Ausdruck 
(91.) zZ DA, 
im u 
umgeformt werden kann, und dass $,, sich auf den Werth A,, redueirt. 
Man leitet, um dies zu beweisen, zunächst eine Hülfsgleichung ab. 
In (5.) werde 
23 = C+1-0o,_ı 
substituirt, wodurch, bei Berücksichtigung von (89.) und (90.), die Identität 
(CHE + ACH)" ++ An +10) + An 
| = "+ AT +AEr + + An + A, 


erhalten wird. Nachdem die Potenzen von {+1-—o,_, nach dem binomischen 
Satze entwickelt sind, werden die Coeffieienten von { auf der linken und 


- 


der rechten Seite von (92.) mit einander verglichen. Dann ergiebt sich 


JS ud © 


(92.) 
\ 7 


vzm 


(93.) An-i u = Fr), ln)" Ann, 
fürö=1, 2,..., m. Ferner ist, wie aus (92.) für {=0 folgt, 
(94.) A, > B3 (1—-0,_,)” Au-,- 
v—( 


Wird in (81.) an Stelle von K,„_, die in (10.) bezeichnete Summe 
eingesetzt und die Formel (30.) angewendet, so entsteht die Gleichung 


r v=m i=% I 2 
B — „=. Au 2 „de TPR+1]_. 


Der Factor von A in letzterer Doppelsumme, 


mM—V 


dY + (u+ 1),di’ Da+lı+(u + 2), d’ [A+ 11,+ + (v),_„deZP[a+1],_,; 


\ 
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hat nach der Formel (29.) (in der k= u—1, p=v—1, 3=4-+1 genommen 
wird) den Werth 


ED KEPA+)+r)a dY > (44 1) +-.+( v),_, ‚d’#- 1) +, 
d. h. den Werth 


5 (v),_.dEd(1-0,_,)" 


u  \ y pl \ 1) ’ 
ur 
da /=—o,_, ist. Man findet demnach, wenn man die Formel (30.) aber- 
mals benutzt, 
. zu ıIm di—ı) en 7 . / ER: 
gl, ni duzı > \ v),_(1— 0 n ” An- y® 
u i 


Hieraus folgt aber, mit Rücksicht auf (93.), die Gleichung 


1 m 
. et ' 
— ie day A, is (u=1, 2, ..., m—1) 
i=u ä 


(95.) Ne 


mMm— U 


deren rechte Seite gleich dem Ausdruck (91.) ist. 
Einer analogen Umformung wird die Gleichung (83.) 


= K,+z E[aHIM,_ 


(= 


a. 


unterzogen. Nach Substitution der Werthe X,_; aus (9.) und (10.) und 


Anwendung der Gleichung (30.) ergiebt sich 


EL -= A,+ Ex; re > de P[a- 1), 


oder, da [4+1]; als das Produet (A-+1)[%],_, geschrieben werden kann, 


er, 297 2 ven EN 
St, _ A„+ (4 +1) = A, -Yy P) di; ur h- 
y: 


i= 


Nun ist nach (8.) 


(=y “> a 2 
3 da] = A + Pa] + +azP[a],, = a4)" 
ut 

also 


v—=m 

ur - 

Kt, _. Ant 5 U: (4 + 1)’ 
yım 


Indem man für die Constante 4 ihren Werth —o,_, einsetzt und die Glei- 
chung (94.) beachtet, findet man 


(96.) 
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Aus obiger Rechnung folgt, dass die Differentialgleichung (86.) durch 
die a—1 Reihen 


Fo, O2, 2.2.5 Am; Oi Or +3 On} D, 
a %—0+1, .., —,—0,+1; ) 
2-0, &-e/\+1l, ®-ei+l, ..., ea -—ei+tl; 17’ 


1-0) N Hlenguaf %—0Q,.,+1, sun. @n—.-.+1; ) 
t DR ' ' ! ' ! ! ' 
2—0,_., 0-0, +1, &—0,.-+1, ..0:. 0,_3—0,—.+1; t 
befriedigt wird. 














Note zu der Abhandlung über ternäre Formen 


ım 98. Bande dieses Journals. 
(Von Herrn A. Meyer in Zürich.) 


Die Regel, welche ich auf Seite 229 dieser Abhandlung für die 
Berechnung der Klassenanzahl derjenigen ternären quadratischen Formen 
gegeben habe, durch welche die Null rational darstellbar ist und die ich 
daselbst Nullformen genannt habe, bedarf einer Verbesserung und lässt sich 
zudem vereinfachen. Sie kann nämlich mit Aenderung der Bezeichnungs- 
weise*) folgendermassen formulirt werden: 

Um die Klassenanzahl eines gegebenen Geschlechtes von indefiniten 
ternären quadratischen Formen f der ungeraden Invarianten 2, # zu be- 
stimmen, stelle man (2 und # als Produete von Potenzen verschiedener 
Primzahlen dar, redueire in jeder Potenz den Exponenten auf 2 oder 1, je 
nachdem er gerade oder ungerade ist, und erhalte so aus 2 und / bezw. 
“2, und 4... Es sei © der grösste gemeinschaftliche Theiler von 42, und 4,, 
und ©, 2, 43 seien die grössten in ©, £2,, 4, aufgehenden Quadrate, 


*) Zur bequemeren Vergleichung stelle ich die jetzige und frühere Bezeichnung 
neben einander: 


jetzt: früher: 

RE 2 (= PRORIR”) 
4, 4, (= P°O’Q a2") 
0) PO'R'4 
9, P 
2, PR&' 

4, PQ4' 

Q' 9824 

2 9418" 

A g'2'4' 

M aa" 


d r 

















88 Meyer, Note zu der Abhandlung über ternäre Formen. 


9=90, 12, = 12302, 4, = 434, M das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
von 22 und S'. 

Ferner seien 4, ®, ..., 6, diejenigen verschiedenen Primfactoren 
(>53) von ©, für welche 


(0) u )=(— an Aue 43 


u .. ar \ j I a 
ist, wo F die primitive Adjungirte von f bedeutet, 4, = 14 oder = f ist, 
k 


je nachdem 6, in / aufgeht oder nicht, und (2, ebenso aus 2’ entsteht; 
d sei ein positiver oder negativer Theiler von 2M, d’' ein solcher 
Theiler d, für welchen 


(5) — +1 (k=1,2,..., m) 


” d * - . . 
ist, wo d, = 7 oder =d ist, je nachdem 6, in d aufgeht oder nicht; end- 
k 


lich sei 2” die Anzahl aller Theiler d, 2” diejenige aller Theiler d'. 
Dann ist die Klassenanzahl des betrachteten Geschlechtes gleich 2” ", 
Bemerkung. Ist f, also auch F, eine er so ist 


D-H DH DRA-) 


für die Primfaetoren »&(d) von 2'(4'), die nicht in 4 (2) dann und für 
die gemeinschaftlichen Primfactoren #, von 2’ und £'. Daher ist die Be- 
dingung (9.) für die Primfactoren der Form 4»+3 von £2'4' nicht erfüllt. 
Dagegen können ihr auch für Nullformen solche Primfactoren 6, der Form 
4n+3 genügen, welche in ©, aufgehen. Daher hätten die a. a. O. mit p, 
bezeichneten Primzahlen nicht auf die Form 42-1 und die Theiler r nicht 
auf positive Werthe beschränkt werden sollen. Diese Einschränkung rührt 
von einem Versehen her, das in der Gleichung S. 216, Zeile 15 v. o. vor- 
kommt, wo nicht der zweite Factor links, sondern sein Entgegengesetztes 
einen der vier Werthe des Ausdruckes aa,3+(42,A4"+Db,b,3) darstellt und 
daher der aus jener Gleichung gezogene Schluss hinfällig wird. Im Uebrigen 
lässt sich die Uebereinstimmung der hier gegebenen Regel mit der frühern 
leicht nachweisen. 

In obiger Form gilt nun die Regel sehr wahrscheinlich nicht nur 
für Nullformen, sondern auch für beliebige indefinite Formen ungerader 
Determinante. Ich behalte mir vor, hierauf in einer ausführlicheren Mittheilung 
zurückzukommen. 











Anwendung der Transformation zweiten Grades der 
Thetafunetionen zweier Variabeln auf das 


arithmetisch-geometrische Mittel aus vier Elementen. 
(Von Herrn @. Hettner.) 


In ähnlicher Weise, wie die Bestimmung des arithmetisch- geome- 
trischen Mittels aus zwei positiven Elementen durch die reelle Periode eines 
elliptischen Integrales erster Gattung mit Hülfe der T'ransformation zweiten 
Grades der elliptischen T'hetafunetionen abgeleitet werden kann, lässt sich 
mittelst der Transformation zweiten Grades der 'T’'hetafunetionen zweier Ver- 
änderlichen die Darstellung des arithmetisch-geometrischen Mittels aus vier 
positiven Elementen durch eine aus den reellen Perioden gewisser hyper- 
elliptischer Integrale erster Gattung gebildete Determinante herleiten. Ein 
solcher auf Transformation der Thhetafunetionen beruhender Beweis für diese 
Darstellung, dessen Möglichkeit Borchardt schon in seiner ersten Veröffent- 
licehung*) über das Mittel aus vier Elementen angedeutet hat, soll im Fol- 
genden ausgeführt werden; der von Borchardt selbst mitgetheilte ausführ- 
liche Beweis**) beruht auf der algebraischen Transformation eines Doppel- 


integrales, der später von mir gegebene***) 


auf der algebraischen 'T'rans- 
formation der hyperelliptischen Integrale. 

Die vier positiven Grössen a, b, c, e, deren arithmetisch-geometrisches 
Mittel bestimmt werden soll, genügen nach der Annahme Borchardts der 
Ungleichung ae—be >0. In dem Grenzfalle ae—be=0, der im letzten 
Paragraphen dieser Arbeit untersucht wird, gehen die hyperelliptischen 


*) Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, November 1876 
S. 611; Borchardts Gesammelte Werke S. 327. 
**) Mathematische Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, a. 
d. J. 1878 S. 33; Borchardts Gesammelte Werke S. 373. 
***) Dieses Journal, Bd. 59 S. 221. 
Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 2. 12 
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Integrale erster Gattung in elliptische Integrale erster und dritter Gat- 
tung über. Der Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels aus 
vier Elementen redueirt sich dann auf einen aus drei Elementen gebildeten 
Algorithmus, den zuerst von einem anderen Ausgangspunkt ausgehend 
K. Schering untersucht hat*); der gemeinsame Grenzwerth der durch fort- 
gesetzte Anwendung dieses speciellen Algorithmus gebildeten Elemente 
lässt sich als das Produet zweier arithmetisch-geometrischen Mittel je zweier 
Elemente darstellen. 


1. 
Bedeuten «, &, @, «;, vier unter einander verschiedene reelle posi- 
tive Grössen, die der Ungleichung 


> Zei > >V 


gemäss geordnet sind, so sollen zunächst die Verhältnisse dieser vier 
Grössen durch die Nullwerthe der dem hyperelliptischen Gebilde 
= R(e) = (2 -0,)(2c—-0,)(T —0,)(2C— 0;)7 
zugehörigen Thetafunetionen zweier Variabeln ausgedrückt werden. 
Es mögen a,,, 4, Ay, A, vier reelle Grössen darstellen, deren Deter- 
minante 4,4» —4,4, > 0 ist, und es werde 





%a, a do X () A; + Ad;2X% 
w,, = / _— eh dx, W,, = z — ri - — dr, 
. YR(«) . YR(x) 
(1.) “ [20 „ 47, . 
' “ Ar diaT ' ı@a Aj2X% ’ 4; 4,2% 
YR@) nv m. Ta) 
A=1, 2) 


gesetzt, so bilden 2w,,, 2@;., 20;,, 20, ein System primitiver Perioden der 


hyperelliptischen Integrale erster Gattung F- m dx (k=1,2). Dabei 
ist hier und im Folgenden der unter dem Integralzeichen stehenden 
Wurzelgrösse YR(x) im Intervall (+%---«@,) der Werth +Y +R(z), im Inter- 
vall (@...0,) der Werth +:Y—R(z), im Intervall (a,...o,) der Werth 
—Y+R(zx), im Intervall («,...e;) der Werth —iY —R(z), im Intervall (o;...0) 
der Werth +Y+R(x), und im Intervall (0---—x) der Werth +iY—R(«) 
beizulegen, wenn für die Quadratwurzel aus der positiven Grösse +R(x) 
der positive Werth genommen wird. 


") Dieses Journal, Bd. 85 S. 115. 
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Aus den beiden Gleichungen zwischen den Variabeln &,, x, und e,, v, 


X] 


(2.) / non de + / | on de = 2w,v,+2w,®; u 
YyAlz . Yk(z) 


1731 0.3 


ergeben sich nun durch Lösung des Umkehrproblems die Abelschen 
Funetionen 





Y(—D#(a„— 2, )(a2,—z,) Ber Fu(d,, ®,) a 
ı_—_— 9,(0,, r,) BRAND: SER 
(3) Aus = 
Y(—1)# (as, -1— 2, )(@2u-1— ,) 2 er? 1(d,, D,) a 
y je 3,(0,, v,) un 
Y-R(a:,-ı) ER 
(4.) Ya„—a, j \R(z,) er .; YR(z,) | “a 3,0, %)Buwlt,, 9,) 
2,—z, |(z,—a,)(z, —e,) (2z,—e,)(2,—&@,) ) 3,(0,, 0,)#,(v,, %,) 
(1, 9=QU 1,2, 3,4; @- v), 


worin «,=(0 zu setzen ist, und wobei die Moduln z,., 7. 7, der $-Fune- 
tionen durch die Gleichungen 


wo... .—w.,w o..0 .— ww. 
a 22 11 12 21 ’ m 11 2 2 21 ı 2 
sy, = Ina= 
WWW, EL Tre rn 
r ! ! 1 
24 U, U, 
Ta = Tı >= = 
0,0, —0V,,0,, Y,,W,,—W,,W,, 


aus den Perioden der hyperelliptischen Integrale erster Gattung zu be- 
stimmen sind. In dem hier betrachteten Falle sind die Moduln z,,. 7,. 7, 
rein imaginär, und es lässt sich leicht direet zeigen, dass die Bedingungen 
für die Convergenz der 9-Funetionen erfüllt sind. 

Die Nullwerthe der sechzehn Funetionen 9,(e,,®) und 9,,(0,, ®,), 
d.h. die Werthe, welche die $-Functionen annehmen, wenn beide Argu- 
mente v®, und o, verschwinden, mögen resp. mit e, und e,, bezeichnet wer- 
den. Sind die Moduln, wie hier, rein imaginär, so sind die Nullwerthe der 
3-Funetionen reell, wie unmittelbar aus ihren Reihenentwickelungen hervor- 
geht. Aus diesen ergiebt sich ferner, dass c;, C3, €, €,, Stets positiv sind, 
und dass stets 

A>6Gu > n>6 
ist. Die Grössen ©, €, EC. Cu Ci, Cs Sind Null, da die 9-Functionen 
mit den entsprechenden Indices ungerade sind. 

Um nun die Verhältnisse der Grössen «,, &,, %, «@, durch die Null- 
werthe ce, und ce, darzustellen, setze man zunächst in den beiden Gleichungen, 
welche aus der ersten Gleichung des Systems (3.) für e=0 und «=1 
12* 
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hervorgehen, &, = &, m =@,, also v, =0, u» = (0, so ergiebt sich 


y.@ a, )(@,— m a) _ en Ks ye— @,)(@,— a.) Pas Ku 

ger) —@,) B,' a,(0,—0,) c; 
Führt man sodann dieselben speciellen Werthe von z, und z, in die Aus- 
drücke der beiden Producete 


s(r, v DEZACH v,) »(v, ns 9,(v,, v,) 





(vd, 0,)%, (d v,) 9,0, 0) 67 ‚(d,; v,) 
und 
F, ‚(®,, Ö DINGE v,) 9,0, 2.) u,(o,, v,) 





4 ‚(d,, v 9,00, v,) Od, 0) 9,(0,, v, r 
die sich aus (3.) und 26 Be ein, so folgt 





„(R, —a,)(e, = cz 


y . a,(@, - — a (8, — RE a | ler inc „(@, — R ) _ 


5 —— 
’ 


a, a,(a, — e,) E: 

Die Quadratwurzeln aus den positiven Grössen auf den linken Seiten dieser 
Gleichungen sind positiv zu nehmen. Löst man diese Gleichungen nach 
den Verhältnissen der vier Grössen &,, &, %, a, auf, so ergiebt sich 
mit Rücksicht auf die von @öpel und von Rosenhain aufgestellten Relationen, 
welche zwischen den Quadraten der Nullwerthe der 9-Funectionen bestehen 
und aussagen, dass die neun Quotienten 


2 .B 2 
@ be. © 
ec? I c? ’ c: ’ 

2 I) 

2 2 2 
E14 Co1 Kiri 

3 u u 3 
ze C, 5 
2 2 2 
C.; Co3 C,: 

‚2 ’ a 2 j 9 ee 
c? c? r 


die Coeffieienten einer orthogonalen Substitution mit der Determinante 
+1 bilden, 


& C 


a: ER a C,„.C, va In 
C: 


2 

C93 = 3 03_ 23 | 4 

e ! a et; ee 
.- 5 7 oil 5 


lei 





on 
[54 
-_ 


Demnach kann ein positiver Faetor e so bestimmt werden, dass die Glei- 
chungen 
(9) Mm ECHC5C, = EC, = Elli, = &C,C4C3, 
gleichzeitig bestehen. 
Mit Hülfe der Relationen unter den Quadraten der Nullwerthe der 


#-Funetionen folgt unmittelbar, dass die eben gefundenen Ausdrücke für 
0, %, @%, a; in der That die zu Anfang dieses Paragraphen aufgestellte 
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Ungleichung «, > «, > @, > o, erfüllen; und diese Ungleichung, angewandt 


4 


. . TERREE EUER 7 ec’ / 
auf die obigen Ausdrücke für E und a, zeigt, dass stets 
5 5 


> Co, 6; > Cı2; 65 > cy, 
ist. Ferner ergeben sich aus jenen Göpel-Rosenhainschen Relationen die 
Ungleichungen 
3H—-CnCH>(0, Sch >(, CH — CH > 0, 


die im Folgenden gebraucht werden. 


2. 

Die Transformation zweiten Grades der hyperelliptischen Funetionen 
zweier Variabeln, durch welche der Uebergang zu den Thetafunetionen 
mit den doppelten Moduln vermittelt wird, ist von Königsberger*) behandelt 
worden. Werden hier, ebenso wie bei Königsberger, die transformirten 'T’'heta- 
funetionen 


3, (20,, 20,; 27,1, 272, 27), 9,,(20,, 20,5 27,1, 27,2, 27.) 
zur Abkürzung resp. mit 
0,(2v,, 20), ©,,(2v,, 2v;) 
bezeichnet und ihre Nullwerthe resp. gleich C, und C,, gesetzt, so bestehen 
zwischen den transformirten und den ursprünglichen T'hetafunetionen die 


folgenden drei Systeme von Gleichungen: 


4C, 0; (2v,, 20) = (vd, 9) +90, 9) +90, 9%) +90, Do), 
2C, 0, (2v,, 20,) = 9,(0,, 9) (9, )+ Id, %)Iu(ldı, v2), 
2C0,0.(20,, 20,) = lv, )I.(0ı, vo) +90, 9)Iuldı, do), 
20,0,(20,, 20.) = (0, 9) I(0, %)+9(dı, 9)I12(01, 95); 
4C,0;(2v,, 2v;) Hd, tl, u) Id, 9) —-94(0,, do), 
(7) 14C, 9, (2v,, 2v,) 3,0, a) Hd, u) +90, 9) 9,01, Do), 
40,09,(20,, 20) = (ld, u) Hd, 9) I(d, 9)+I4(0,. v,); 
20,0,(20,, 20) = 9;,(0,, 09)9, (01, 9) —-9:(01, 9) I(dı, do), 
(8.) 120, 0,(20,, 20) = (0, %)I2(0, 9%) Ialdı, %)Fldı, Bo), 
20, ©, (2v,, 2%) = (vd, 9) I,(0, u) ld, 02)F12(0ı, d2). 


(6.) 


\ 


I 





") Dieses Journal, Bd. 64 8. 37. 
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Für e,=0, e,=0 erhält man hieraus zwischen den Nullwerthen der trans- 
formirten und der ursprünglichen T'hetafunctionen die Relationen: 
40, = Stat Cr+ CH, 


2 


20) = 0656, + C12C4, 





(9.) 
2C:; = (50724 03469, 
5 = (5644 CC,5} 
40, = 5 +9 — 62 —Cy, 20, = 656, —CH2Cy; 
(10.) 40, = G5— ont. —Ch, 20 = Ca — CH 6, 
40, = 5-9-ch+C,, 20 = Gey— 6 





Da ec, positiv ist, so folgt aus den Gleichungen (9.) und (10.), dass auch 
C, €, €, positive Grössen sind, mithin bestehen die Ungleichungen 


5 >H>I, H>nm>I9, >>. 
Die vier Gleichungen (9.) lassen sich entsprechend der einen Relation, in 
die Borchardt die vier den Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels 
aus vier Elementen definirenden Gleichungen zusammengefasst hat, durch 
die eine Gleichung 
9) 4(0,+804 8048805) eg (C;+ E64 &C2+ 81804) 
ersetzen, wenn jeder der Grössen &, & der doppelte Werth = +1, 8, = +1 
beigelegt wird. 
Setzt man ferner zur Abkürzung 
C+@+C,+C = di, 
+02 -C0, = bi, 
G-0+0:-0, = u, 
G—0- 0:40, = 6, 
so sind a,, bi, c, e&, zu Folge der Gleichung (9*.) positiv, und es ergiebt 
sich durch Auflösung der Gleichungen (9.) nach c;, ©, €, Ca 
26, = Va+tYbi+VYa+ Ye, 
26, = Va +rYb—-Vd—Ve, 
2C.: = Ya; er Yb; + Ye PIeR Ye, 
20, = Yan, —Vo+Ve. 
Die Substitution dieser Werthe in die Gleichungen (10.) stellt C3, C;, Ci, 
C,, C3,, C? durch Ya/, Yb}, Ye, Ve} dar, man erhält also Relationen zwischen 
den Quadraten der Nullwerthe der transformirten 0-Functionen. Da genau 
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entsprechende Relationen zwischen den Quadraten der Nullwerthe der 9-Fune- 
tionen mit den ursprünglichen Moduln z,,. 7, 7, bestehen müssen, so ist, 
wenn analog dem Vorhergehenden 

5+0+c;+ 4 = q, 


2 2 2 2 
G+o—C»—cH =D, 


(11.) Er N 





2 2 2? EEE 
G—- +26, = 1, 

2 2 se 
6G—-Cy—- Cm TC = e 


gesetzt wird, 

2, = Vab-+Vee, 2c, = Vab— Vee, 
(12.) 126 = Vac+Veb, 2c, = Va’ —Veb', 
2c, = Vae+Ybe, 2% = Yale —Vb’. 





Die Quadrate der Nullwerthe auf den linken Seiten dieser Gleichungen 
genügen, wie im ersten Paragraphen bemerkt wurde, den Ungleiehungen 
H-H >09, 3-m>0I, 1-0, 
und hieraus folgt, dass in allen Gleichungen dieses Paragraphen den Quadrat- 

wurzeln der positive Werth beizulegen ist. 
Da C,, ©, O2, Ca, Ca, CO, Co, Stets positiv sind, so erhält man mit 
Hülfe der Relationen (9.), (10.) und (11.) aus dem Gleichungssysteme (12.): 


[1 





22 Ca . C, C,; + 24 CO: ’ 4 4 vu C, C,; ‘N C, Co, ’ 
(13.) | C, = C, C, +6, Un. | Ch ml CC, —C, IA 
1 EC, = Us C -1- C ÜC . I C, =_— ©. & }1 ze. C, 3 C, . 


Die Nullwerthe der transformirten T'hetafunetionen genügen analogen Unglei- 

chungen, wie die der ursprünglichen 'T'hetafunetionen: es ist demnach stets 

C, grösser, als jede der drei Grössen C,, C, C,, und die Determinanten 
G6-032C4, GC. -00, 604 — 00: 

sind positiv. Ihrer Grösse nach geordnet folgen C,, C,, C,,, C;, in der- 

selben Reihenfolge auf einander, wie c,, €, €, €; Ist insbesondere 

> & > 65 > 0%, 80 Ist auch C, > CO, > C., > Ca 


>. 
Die beiden hyperelliptischen Gebilde 


& = R(a) = («-)(@-0,)(2-a,)(@—0,)z 
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und 
7 =Ry) = y-P)Y-P)Yy-P)y—B)yY 

mögen der Art zusammenhängen, dass die Moduln der aus dem Gebilde 
7 = R,(y) hervorgehenden Thetafunctionen ©;(2v,, 2v,) und ©,,(2v,, 2v;) 
das Doppelte der Moduln der Thetafunetionen 9;(v,, v;) und 9,,(v,, ®:) 
sind, welche dem Gebilde = R(z) zugehören. Die den beiden hyper- 
elliptischen Gebilden zugehörigen 9- und ©-Functionen hängen also dann 
durch eine solche Transformation zweiten Grades, wie sie im vorhergehen- 
den Paragraphen behandelt worden ist, zusammen. 

Aus den Betrachtungen des ersten Paragraphen ergiebt sich, dass 
die Verhältnisse der vier Grössen Pu, Pi, Ps, Ps, für welche A,(y) ver- 
schwindet, sich durch die Nullwerthe C,, C,, der 0-Functionen darstellen 
lassen, und zwar ist nach den Gleichungen (5.) 

(14.) Po = E05 G;C5, P: = EC); GC; P: = EC, C; Ca; P; = E05 0,05, 
wobei € einen positiven Factor bedeutet. 

Sind also die Grössen &,, %&, %, %;, für welche AR(x) verschwindet, 
gegeben, so sind c;, €, Ci, €, als die Nullwerthe der vier mit entsprechen- 
den Indices versehenen #-Functionen, welche dem hyperelliptischen Ge- 
bilde = R(x) zugehören, bestimmt, und hieraus lassen sich mittelst der 
Relationen (9.) die Grössen C;, ©), Cj,, C5, und mit Hülfe der Relationen, 
welche aus den Gleichungen (12.) durch Vertauschung von c,, e,, mit 
C;, C,, hervorgehen, die Grössen C5, C;, Ci, Cu, berechnen; nach den 
Gleichungen (14.) ergeben sich dann unmittelbar die Verhältnisse der Grössen 
Ps Ps Pr, Ps. Ver Bemerkung am Schlusse des $ 1 gemäss genügen auch 
diese letzteren Grössen der Ungleichung 

Po > Pi > P: > >V. 
Werden nun @,,, @, (4, «=1, 2) durch die Gleichungen (1.) als halbe 
primitive Perioden der hyperelliptischen Integrale erster Gattung 


?. TUR 2. G=1, 2) 
YR(«) 


definirt, und die vier reellen Grössen b,., di, da, d» aus den vier Glei- 


chungen ll 
Pi Al 42% d ! 
———dy = w, 
5, YR, (y) =” 
m butöny 4, vi * Butbiey dy 
2 VRR YR,(y) 


Q 


“2 
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bestimmt, wobei die Quadratwurzel YR,(y) den im ersten Paragraphen ge- 
troffenen Festsetzungen entsprechend zu fixiren ist, so folgt, da die aus dem 
Gebilde 7° = R,(y) hervorgehenden #-Functionen die Moduln 27,,. 27,, 27, 
haben, dass 
$, YR,(y) YR,(y) j 

ist. Setzt man für o,,, ®, die Werthe aus den Gleichungen (1.) ein, so 
ergiebt sich, wenn die Quadratwurzeln in den Nennern auf beiden Seiten 
ihre positiven Werthe erhalten, 


BEN [ 12 A, Aj2X dx > 2 f\ : but bioy dy, 
- YR(«) ; YR(y) 
(15.) & ( (/ 1. 2) 
Y Aıta " bı+tb 
0,= / 14 7 de = 2, a 2 dy. 
7 k (=) 3; } R,(y) 





Demnach ist die aus den halben reellen primitiven Perioden der hyper- 


a Sy "Ayıtanr r n 6 
elliptischen Integrale erster Gattung im de (= 1, 2) gebildete 
“  VR(e) 
Determinante 
2 ” 2 —ı, 
VI 0: = (And —A,;lh,) / dx, / dx, I 2 
YR(x,)yR(x,) 


0 / 


(16) 





a s 5, 2 A 
— 4 (b,b»—b,,b;,) / dy: / dy, en 9? 
’ YR(y)yYR,(y,) 


() 


N 


bei dem Uebergang von dem hyperelliptischen Gebilde #= R(xz) zu dem 
hyperelliptischen Gebilde 7° = R,(y) ändert sich mithin diese Determinante 
nur um einen constanten Factor. Da der Voraussetzung nach die Deter- 
minante 4,4» —4,4, > 0 ist, so ist auch die Determinante b,b»—b,,b,, von 
Null verschieden. 

Um die Constanten 5b,,, di, ds, 5» durch die Constanten a,,. 4. 
4, Au, und die Werthe «, und 5, (=0,1,2,3), für welche die ganzen 
rationalen Functionen R(x) und A,(y) verschwinden, auszudrücken, kann 
man von den Gleichungen 


(17.) / 2 on de + / i ou dr = 20,0, +2w,%; dam 
0) } \T “ } T 
und 
”ı b; -b3> ala b; ba 
(18) / EU yr f IE! y = Zw + 20,0, a=1,2 
s YR,(y) - YR,(y) 
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ausgehen. Die dureh Lösung des Umkehrproblems aus dem System (17.) 
hervorgehenden Abelschen Funetionen, die symmetrische Functionen von 
”,, ©, sind, lassen sich als Quotienten von Functionen 3,(w,, w,) und 
I,,(%,, @,), und die aus dem System (18.) hervorgehenden Abelschen Func- 
tionen, die symmetrisch in Bezug auf y,, %, sind, als Quotienten der trans- 
formirten Funetionen 9,(2w,, 2w,) und ©,,(2w,, 2w,) darstellen. Aus den 
Gleiehungen (6.), (7.) und (8.) zwischen den ursprünglichen und den trans- 
formirten T'hetafunctionen ergiebt sich somit der algebraische Zusammenhang 
zwischen x, ©, und Y,, 9%, der für das Bestehen der Gleichungen 


ax, 2924 29 ” "b b»a Ve p, l h 
(19). f: Ent.) ra da = / +2 a, (brtbny 


Mr day 
7 YR(x) 5 YR@) YR,(y) 2 VRKy) 


nothwendig und hinreichend ist, und damit auch als Speeialfall derjenige 
zwischen z und y, y', der aus den Integralgleichungen 


(20.) f Aue da = £ Put day dy + E ut buy dy a=1,2) 
0 YR(«) f YR,(y) x VR,(y) 

hervorgeht. Nur für diesen Speecialfall werden im Folgenden die Rech- 

nungen vollständig durchgeführt werden. Entwickelt man sodann beide 

Seiten dieser letzteren Gleichungen nach Potenzen von x, so erhält man 

durch Vergleichung der Coeffieienten der entsprechenden Potenzen die Be- 

stimmung von db, Dia Dan Dar. 

Die für das Bestehen der Gleichungen (20.) nothwendige und hin- 
reichende quadratische Gleichung, deren Coefficienten rational in = und 
deren Wurzeln die Grössen y’ und y" sind, ist von Richelot*) und von mir in 
meiner früher veröffentlichten Arbeit über das arithmetisch-geometrische Mittel 
aus vier Elementen durch algebraische Transformation der hyperelliptischen 
Integrale, von Königsberger**) dagegen mittelst Transformation zweiten Grades 
der Abelschen Functionen hergeleitet worden. Der letztere Weg soll auch 
hier eingeschlagen werden; die auszuführenden Rechnungen unterscheiden 
sich jedoch von denen Königsbergers dadurch, dass anstatt der von Richelot 
und von Rosenhain EHE Moduln 
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*) Dieses Journal, Bd. 16 S. 221. 
Bd. 64 S. 35 


"") Dieses Journal, 
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und der entsprechend aus den Nullwerthen C,, C,, der transformirten #-Fune- 
tionen gebildeten Moduln hier die Grössen &, &, &, © resp. Pu Pu Par Ps 
selbst beibehalten werden, da dies für die T'heorie des arithmetisch-geome- 
trischen Mittels geeigneter ist. Die Wahl der unteren Grenzen in den vor- 
hergehenden Integralgleichungen (17.—20.) steht im Einklang mit der von 
Richelot und Königsberger getroffenen und dient zur Vereinfachung der 
folgenden Rechnungen. 

Um die Formeln (3.) und (4.) für die Darstellung der Abelschen 
Funetionen durch die T'hetafunetionen auf die Gleichungen (17.) und (18.) 
anwenden zu können, müssen zunächst auf beiden Seiten dieser Gleichungen 
constante Grössen der Art hinzugefügt werden, dass die unteren Grenzen 


> 


der Integrale gleich «,, «, resp. gleich ?,. 5, werden. Wenn zur Abkürzung 


er, =w,+4-17,+417. % =w,+41—17r,+J47,, 
v, we w, - 4—1 T;, h v, . TE u m 1 a 1 T, 
gesetzt wird, so erhält man aus (17.) und (18.) 
7] TC) f 
A, +Ai2T Ad)ı r4d;2T 
/ 2; dc-+ / — dr ya 2w,,®, | 20%; u 1,2), 
. YR(z) . YR(z) 
oJ b,, +-buy b;,—+-b ) . . 
, AZ N dy + / | - 129 dy — 2w,,%, + 2W,,%; (/ 5 2), 
YR,(y) 5, YR,(y) 


Aus dem letzteren dieser beiden Gleichungssysteme ergeben sich durch 
Lösung des Umkehrproblems vier Gleichungen, welche aus der ersten Glei- 
chung des Systems (3.) für «=0, 1 und aus der zweiten Gleichung jenes 
Systems für «=1, 2 durch Vertauschung von «,, «, &, «; resp. mit /, 
Pix Ps 95 und der Functionen 9,(e,. v;) mit den Functionen 9, (2e,, 2e,) her- 
vorgehen. Dividirt man je zwei dieser Gleichungen durch einander, so folgt 
AAN IA—U) _ u „_%(Ze,, 20,) 
Va) — 5 Be, 2) 
[BR-—W)B-N) _ Cu. 9,(20,, 2v,) 
Va) — 5 0,@o, 20.) 
wenn man beachtet, dass zu Folge der Gleichungen (14.) und der Relationen 
unter den Quadraten der Nullwerthe der T'hetafunetionen bei geeigneter 
Bestimmung der Wurzelgrössen 
i 
a SDR) U OO. c, 
ER Re) 
KR: Bo 
ER TR a 
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gesetzt werden kann. Redueirt man nun die O-Functionen mit den Argu- 
menten 2v,, 20, auf solche mit den Argumenten 2w,, 22, mittelst der Re- 
lationen 


9,(20,, 2%) = 9% (2w,, 2w,) et trwmi 


! i sie j 
9,(2v,, 2v,) = O9,(2w,, 2,)emı tra, 
0,(20,, 20) = iO, (2w,, 20,) er -trm8, 
0, (2v}, 2v;) > i0,(2Ww,, 2,) er Irudmi 


und wendet sodann die Gleichungen (6.) und (8.) zwischen den transformirten 
und den ursprünglichen Thetafunetionen an, so folgt 


P,(B, Y ‚)(ß, 0 -Y, ) C, 9,(2w,, 2w,) 
BC, —v,)(A,—Y,) G 0,2w,, 2w,) 


C, 9,(w, w,)9,,(w,, @)— 9,(W,, %,)I,,(W,, %,) 
C? 3,(w, w,)F,,(w,, W,) +9,(w,, w,)I,,.(W,, W,) 4 


2 


-y,)(d,—Y;) 


9,2 \ 4 ‚2w ) 
\; Fr en, ( ,—Y,) 


( 
( ner 2w,,) 

Be 3,(Ww,, w,)I,Cw,, w,)+ 98,0, @,)#,,(w,, W,) 
C: 9.(w,, w,)I,(w,, w,)—9,(W,, %,)F,,(W,, w,) 


34 \ 


Zwischen den 3-Funetionen mit den Argumenten w,, ®, und denjenigen 
mit den Argumenten ®,, ®, bestehen die Relationen 


I (;, w;) tr 340, d,) ae ’ 
4 (m; I 1D,) ze F3(0, . ®,) e bu: D 
I2(W, I 1;) . ana le, ) v,) e 07, 
(0, ı;) |. Be (v, , d,) " Blaieı f 


in denen zur Abkürzung 


‚= %—-9%+4(Tı—-27.+7,) 
gesetzt = mit Hilfe derselben erhält man 


(31. m AA i Y,) rw % 34 u ‚(9,5 ®, 4, (0, v,) + 9,,(0,, D, I, ‚(9 mn 
EN TE TER TREE © 
(99 \ at Y,) “ C, 9,00, 0,)9,,(0,, © ; +0,00, 9,)9, “ 1% ER 
el B,(P, HA) C, 3,,(e, ‘© 0, ‚(®, u" A 3,00, v DLZAI TICZE v,) 


Nach den Formeln (3.) und (4.) lassen sich nun = rechten Seiten dieser 
Gleichungen durch symmetrische Functionen von z,, x, ausdrücken, wodurch 
man die algebraische Beziehung zwischen z,, x, und y,, %, welche für das 
Bestehen der Gleichungen (19.) nothwendig und hinreichend ist, erhält. 
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Wie schon oben bemerkt wurde, ist aber für den hier vorliegenden Zweck 
allein der Fall von Interesse, in dem die Gleichungen (19.) sich auf die 
Gleichungen (20.) redueiren, in denen auf den linken Seiten nur je ein Integral 
steht; es werde daher z,= «, gesetzt und x, y, y' resp. für z,, yı, 9, ge- 
schrieben. Dann ergiebt sich aus (21.) mittelst der Gleichungen (3.), (4.), 
(5.) und der Relationen unter den Nullwerthen der ursprünglichen und der 
transformirten Thetafunetionen 


1 PIE-SIA-Y).. G, Ya, Ya, 


£ IN IE Dar „ 
P,(ß, u. | )(Pß, ug Yy ) ( 2 | @ u A 1 | & vn 
er ( : C„c "eh ( ’ ) 
( c,c,, +6, ’ 


mithin 

yy en Poßi; 
das Produet der beiden oberen Grenzen y’ und y" der Integrale auf den 
rechten Seiten der Gleichungen (20.) ist also von x unabhängig. 

Zur Ermittelung der Summe y’+y’ braucht man nur die rechte Seite 
der Gleichung (22.) mittelst der Formeln (3.) und (4.) durch = auszudrücken 
und auf der linken Seite den eben für das Product y'y' gefundenen Werth 
einzuführen. Dadurch folgt zunächst 


(BB) _ ©. Yalm =a)@-0)tVala,-a)e-e, 
PP, —v)(Pß, PR y") C/ } a (e, a.)(x ıE &,) | @,(@, a@,)(2— &,) 
„bei &; &; 
. vor T —_B z 
a; a; 


wobei zur Abkürzung 


(a, —a,)(@,—«,) Lo | B,ß, l ß, ß, \ } P, \ P, 
a+VBA, VA+VB, 


/ 
)ı 1 


0 \?, R® 


gesetzt ist. Substituirt man nun für das Product y'y" den Werth ,P,, 80 
erhält man 


/ 2 \° R x’ 
! e* y" vn (2,8, +ß, BB, - P,) 4 (2,8, ß, B,)(,—P,) j kr &, d * @ E 
J u 2P, ß, 4B, ß, B x ( &r Tr ) 
@. N [7 


Es bestehen demnach die beiden Integralgleichungen (20.), wenn y’ und y 
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die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


(99, \ | (BB +BBIBH+E) , (AA-BEIBE—B) 1 )+tee 


ai; 
® a | 2P,ß, r 4P,P,B EIER ) ee 


sind. Die Coeffieienten dieser quadratischen Gleichung lassen sich auch 
durch &,, &, &, %, P, statt durch o;, Au, Pi, Pr, A, darstellen *) 

Um nun die Constanten b,,, di, ds, db, zu bestimmen, kann man 
für Werthe von x, die dem absoluten Betrage nach hinreichend klein sind, 
aus der Gleichung (23.) y' und y" als Funetionen von x ausdrücken und 
beide Seiten der Gleichungen (20.) nach steigenden Potenzen von x ent- 
wickeln. Die Vergleichung der Coeffieienten von x? und =? auf beiden 
Seiten ergiebt mit Hülfe der Relationen (5.), (14.) und der in $2 ent- 
wickelten Formeln 


Er | 2, 8,P, a1 rg  ’a9 + ABBß; BP 
R | Y%+VB,ß, Yı. “ YB,P I a ra; 


% 


a | 21%P, ayı ns VA+VYA VB ZH 
BAHR % VERA -VRB, Ve, 
wobei allen Wurzelgrössen ihr positiver Werth beizulegen ist. 

Aus der quadratischen Gleichung (23.), welche die algebraische Be- 
ziehung zwischen den oberen Grenzen der Integrale in den Gleichungen (20.) 
giebt, lassen sich wieder die Gleichungen (15.) zwischen den reellen Perioden 
der aus den hyperelliptischen Gebilden = R(z) und 7" =R;,(y) hervor- 
gehenden Integrale erster Gattung ableiten. Durchläuft nämlich die Variable x 
stetig wachsend die Intervalle 


ee er) 


so ist nach den im ersten Paragraphen getroffenen Festsetzungen YR(z) resp. 


(.=1, 2) 


positiv, positiv; negativ, negativ 


zu nehmen; die eine Wurzel y' der quadratischen Gleichung (23.) durch- 
läuft dann stetig die Intervalle 


(0...P3), (P3...0); (Pi...Pr), (Ps...Pı), 


*) Dieses Journal, Bd. 89 S. 236, Formel (24.). 
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wobei die Quadratwurzel YA;(y') resp. 
positiv, negativ; positiv, negativ 


ist; die andere Wurzel y" durchläuft die Werthe 


(da } (SE +00); (Br ). ( en: Bo), 


. / on . 3 3 
während die Quadratwurzel YA,(y') weder im Intervall (+0... 3 | 
1} 
P,P, 
ß, 


valle das Zeichen wechselt. Hiernach folgen aus den Gleichungen (20.) 


\ 


noch im Intervall (io Bo) verschwindet, also in keinem dieser Inter- 


unmittelbar die Gleichungen (15.). 
Aus den vorher gefundenen Werthen der Grössen b,, und b,, ergiebt 
sich der Quotient der Determinanten 


b,,b,,—b,,b,, 2 2 (VB, H-VA) B 3.VB,ß 
re £ sr Pupıs 
4,,0,,74,,4,, @; ß, Aa P,ß, 
demnach geht die Gleichung (16.) über in 
u A, 2. —ı. 
/ ht a LT 
0 2 } k(z,)} R(x,) 
er Pi 9\N2 A ar 
° \ ß, +] P,) a /R 2 {: 2 Y,%, 
ae a a PePsV Pop: / dy: / dy, I 
%; P,P,—P;Pß, 0 ; | R.(y,)) R(y,) 


) 


Die Ausdrücke (5.) und (14.) für &, Pu, Pi; Pr, P, enthalten noch die 
beiden willkürlichen positiven Grössen e und &; bestimmt man daher deren 
Verhältniss so, dass der constante Factor auf der rechten Seite der vorher- 
gehenden Gleichung der Einheit gleich wird, so gelangt man zu dem 
Resultat: 

„Es besteht die Gleichung 


nr 


(24.) / dx, f dx I, 8%, — [ "dy. | / "dy, y.—y, 


. YRla,)YRe) ; YR,(y,)VR,Qy,) 


wenn die Grössen &,, ..., &, Püs +» ++, Ps, für welche die ganzen rationalen 
Funetionen R(r) und AR,(y) verschwinden, in dem durch die Relationen 





c? cc’, 07.026 ‚c°’ cc’. er 
w=d— 2, o — |) ir m i M—=0d 2. Zr I Be. 
d . i i 
B _ 6650; N C!,C’C,, — gC105C5; % _ 9.65 &C: 
’ "All a " Au 1" Aka En rl 
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gegebenen Zusammenhang stehen, wobei die reellen positiven Werthe 
der vierten Wurzeln 
2 .2,2.2.3.3 3 38 248 2m mm m 2 m men 
(6, 6,65 64€ CH CnCaCzCH) ”> JS", (C, GC; C; CO, C,; u CC; C;,)* = dI;, 
gesetzt sind, während die positive Grösse d willkürlich bleibt.“ 
Nimmt man an, dass c,, die kleinste der vier positiven Grössen 
C;, Cu, Cr, C, I8t, So folgt aus den in (9*.) enthaltenen Relationen 
4(C5-+ C—-C;—0;5,) un (;+&—C:—Cy4) , 
40, — +03 CH) — (G;—C,+ Ca —Cy4) 
die Ungleichung 
G— 0, < 1(5—cy), 
und durch wiederholte Anwendung dieser die Ungleichung 


f >) / { >, or > 1 ) 7 
35,(0, 0; 2"7,,, 272, 2) Hul0, 0; 2’, 2er, 27) < (5— 64), 


> on 
_ 


in der » eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Aus der Bemer- 
kung am Schlusse des $ 2 ergiebt sich, dass unter der gemachten Voraus- 
setzung stets 


3,0, v; 2" Tun 2" Tan, 2"Ta) Br 0, 0; 2m 2" Ta, 2"T2) u (0, 0; 2" Tu, 2"Tı2, 2" T 
und 

3,(0,0; 27,1, 2"T22, 27T) > I2(0, 0; 2°7 1, 27,2, 272) > I(0,0; 297,1, 2°T0, 2") 
ist, geht man mithin für a= » zur Grenze über, so wird 


lim9;(0, 0; 2*7,,, 2"7,, 2"7,) = lim, (0, 0; 2*7,,, 2"7),, 2*7%) 
L n es 


n 


= limd.,(0, 0; 2*7,,, 2"72, 272 


NR 


\ 


n—=% 


und zwar wird, wie man aus der Darstellung der Nullwerthe der Theta- 
funetionen als unendliche Reihen erkennt, der gemeinsame Grenzwerth 
gleich 1. 

Zu genau demselben Resultat gelangt man, wenn nicht c;,, sondern 
c, oder ec, die kleinste der vier Grössen C;,, Cy, Cı2, Ey, I8t. 
Wendet man daher die Gleichung (24.) »-mal hinter einander an 
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und geht für a=» zur Grenze über, so ergiebt sich *) 
3 a, 9 
ro, —%T, st 
(26.) | i./) a —a— =, 
m 2 YR(z,)YR(z,) 
wenn die Werthe «,, %, %, %;, für welche die ganze rationale Funetion 


R(x) verschwindet, durch die in der ersten Reihe des Systems (25.) ent- 
haltenen Ausdrücke bestimmt werden. 


4, 
Es seien jetzt a, b, c, e irgend vier reelle positive, der Ungleichung 
a>b>c>e 
gemäss geordnete Grössen, die der Bedingung 
ae—bce > 0 

genügen, woraus sich auch unmittelbar das Bestehen der beiden Unglei- 
chungen ab—ce>0 und ac—-be>0 ergiebt. Der Grenzfall, in dem 
ae—be=( ist, wird im folgenden Paragraphen betrachtet werden. 

Aus a, b, c, e mögen nun die Hülfsgrössen a, b, c, e mittelst der 
Gleichungen 


a+b+c+te = 4, 
a+b—c—e = b, 
a—b+c-—e = (, 


a—b—-c+te = e 
und hierauf die Hülfsgrössen 5b’, ec’, €, b’, ce’, e’, # mittelst der Gleichungen 
Yab+Ycee=2b, VYab—-Yee= 2b", 
Yac+Ybe=2c, VYac—Ybe = 2c", 
VYae+r/be=2e, Vaer-Vbr = 2e", 


(abeeb lebe" et = 4 





bestimmt werden, und zwar sind zu Folge der Ungleichungen, denen a, b, 
c, e genügen, auch diese Hülfsgrössen sämmtlich positiv, wenn, wie dies 
geschehen soll, den Wurzeln der positive Werth beigelegt wird. 

Hängen nun mit den Elementen a, 5b, c, e vier neue Elemente «,, 
b,, €, e, in derselben Weise zusammen, wie die Quadrate C;, CO), CO. 


*) Vgl. dieses Journal, Bd. 89 S. 244— 246. 
Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 2. 14 
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der Nullwerthe der transformirten ©-Functionen mit den Quadraten c;, c,, 
Ci» €, der Nullwerthe der ursprünglichen 9-Funetionen zusammenhängen, 
so ist nach den Formeln (9.) 

da, = a+b+cHe, 

2b, = Vab+Yce 

. ww] “ 

(28.) Ak 
2c, = Vac+TYVbe, 


2e, = Vae-+] be, 





oder, was nach (9*.) dasselbe ist, 
4a, +2sb,+&C,+&&6) = (Ya+ &Vb+8,Vc+e, 8 Ve YGG=-t+l,,=+#l) 


zu setzen, wobei die sämmtlichen Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind. 
Die neuen Elemente a,, b,, c,, e, genügen dann ebenfalls den Ungleichungen 


a>b>a >e >0$, ae—bec >. 


Aus den Elementen «, b,, ec, e, mögen ferner Hülfsgrössen b,, c,, e,, bi, 
ce, &, 4, ebenso gebildet werden, wie nach den Gleichungen (27.) die 
entsprechenden Hülfsgrössen ohne untere Indices aus den Grössen a, b, e, e 
zu bilden sind. 

Nun ist es, wie sich leicht zeigen lässt, stets möglich, die Werthe 
Cs % 0%, % 8o zu bestimmen, dass die Quadrate c5, ©, Ci, €, der Null- 
werthe der aus dem algebraischen Gebilde 

=R(e) = (2 -0,)(2-0,)(C—-0)(2—0;)0 
hervorgehenden 9-Funetionen proportional den Grössen a, b, ce, e sind, 
d.h. dass 
=906, deu o=-gln Ce Sg 
ist, wo g eine positive Grösse darstellt; und hieraus folgen durch Ver- 
gleichung der Gleichungssysteme (12.) und (27.) die Relationen 
ben Ca den 


b' 2 [7] 2 « Be 2 
— IC, C — IC,3, € — IC. 


Die vier Elemente a, b, c, e sind demnach proportional gesetzt den Qua- 
draten der Nullwerthe des Haupttheta und derjenigen drei 'I'hetafunctionen, 
welche aus dem Haupttheta durch Vermehrung beider oder eines der Argu- 
mente um 4 hervorgehen. Aus den Göpel-Rosenhainschen helationen unter 
den Quadraten der Nullwerthe der T'hetafunctionen folgt, dass die neun aus 
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a, b, c, e und den sechs Hülfsgrössen 5’, ce’, ..., e” gebildeten Quotienten 


ce b e'' 
a’ a" a 
b'' e' 

a’ 8,: a 
e ce" b’ 
a’ a" a 


die Coeffiecienten einer orthogonalen Substitution mit der Determinante +1 
bilden, und aus der oben getroffenen Annahme, der zu Folge a, b, ec, e 
ihrer Grösse nach in absteigender Reihe geordnet sind, ergiebt sich, dass 
jetzt die Ungleichung 

Ce, > 6, > Ca > Cy 
besteht. 

Ganz entsprechende Ausdrücke, wie sich eben für a, b, ..., e" 
durch die Quadrate ec; und c,, ergeben haben, folgen durch Verglei- 
chung der Gleichungen (9.) und (28.) für die zehn Grössen a, b,... € 
durch die Quadrate C;, C,, ..., © der Nullwerthe der transformirten T'heta- 
funetionen; der Factor g bleibt dabei ungeändert. Giebt man demnach in 
den Relationen (25.) der willkürlichen Grösse Öd den Werth I, so besteht 
zwischen den aus den hyperelliptischen Gebilden = R(z) und „= R;,(y) 
hervorgehenden Doppelintegralen die Gleichung 


24.) de, gr von Ms = "i f d Yı —Y 
{ J J YR(z,)YR(z,) J n 9: YR(y,)) R,(y,) 


wenn die Werthe, für welche A(z) und AR,(y) verschwinden, aus den 
Relationen 


ie b'ac . cc’e' . e'ac c'c'b' 
a = . = . um 
0 A p) 1 w| 2 A 3 4 
' er ! „ ıı ! 
I u b,a,c, /3 Lu c,c,e, en e,a,c, I w c,c,b, 
N Be A }) ui Tag A ir Zu A I Ze A 
1 1 l | 
bestimmt werden. Da unter den Grössen a, b,...., e', a. b,,..., e, analoge 


Beziehungen stattfinden müssen wie unter den Quadraten der Nullwerthe 
o 

der 'Thetafunetionen, so folgt aus der Bemerkung am Schlusse des ersten 

Paragraphen, dass die Ungleichungen 


nn . A 2 > 
wa > u > A>A>A>A>O 


bestehen. 


14* 
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Nach dem von Borchardt aufgestellten Algorithmus des arithmetisch- 
geometrischen Mittels aus vier positiven Elementen a, b, c, e sind nun vier 
neue Grössen @,, b,, ©, e, ebenso aus den vier Grössen a,, b,, €, e, zu 
bilden, wie diese selbst aus den vier Grössen a, b, c, e gebildet sind, u. s. f. 
in infinitum. Bestimmt man dann, wie vorher, die 9-Funetionen und die 
Constante g so, dass a=gc, b=gca, C= gC., e= ge}, ist, so findet man 
durch wiederholte Anwendung der vorhergehenden Schlüsse 


a, = 99; (0,0; 2"7,1, 2", 2), Dd, = ga (0, 0; 2°, 20T, 2 Ten), 

= 991(0, 0; 2"T,,, 2"T9, 272), & = gIul0, 0; 2*7,1,2°T2, 20); 
mithin wird, da der gemeinsame Grenzwerth der Nullwerthe der 9-Func- 
tionen auf den rechten Seiten für a= ®» sich gleich Eins ergeben hat, 


lima, = limb, = lime, = lime, = g. 


N—R NR NR NnN=N . 


Diese gemeinsame Grenze g, der sich, wenn » in das Unendliche wächst, 
die vier Elemente a,, b,, c,, e, nähern, heisst das arithmetisch-geometrische 
Mittel der vier Elemente a, b, c, e. 


Setzt man demnach in der Gleichung (26.) d = Yg, so wird der 
reciproke Werth dieses Mittels g durch die Gleichung 


29.) (an; / 


dx, "u u gr en — u =. 
; - YR(z,)YR(z,) 9 


| Z. 2 
D, T, st 


_— 


bestimmt, wobei in der ganzen rationalen Function 


R(x) = (2-4,)(2 -0,)(2E—-%)(2— 03) 
die Grössen &, &, &, a, aus den Gleichungen 
Fan b’ac ccde eac" ce 
” I re 
I = (abceb’ceb"c'e')t 
zu berechnen sind. Die Gleichung (29.) kann nach (16.) auch in der Form 


gt“ 
g u Te Pl 
geschrieben werden, falls in den Gleichungen (1.) a, =1, a,=0, a,„=(, 
4, = 1 gesetzt wird; sie liefert die Darstellung des arithmetisch-geometrischen 


Mittels g aus vier Elementen durch die Determinante von vier reellen 


’ “ a+dr 
Perioden der hyperelliptischen Integrale erster Gattung / ol A&=0,1) 
a cz 
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genau in der Form, welche Borchardt in seiner ersten Veröffentlichung 
über jenes Mittel angegeben hat. 


D. 
In dem vorher von der Betrachtung ausgeschlossenen Grenzfalle, in 


welchem 
ae—be = 0 


ist, gehen die hyperelliptischen Integrale erster Gattung in elliptische 
Integrale erster und dritter Gattung über, und das Doppelintegral, welches in 
dem allgemeinen Falle den reciproken Werth des arithmetisch-geometrischen 
Mittels aus vier Elementen darstellt, redueirt sich auf ein Product zweier 
vollständigen elliptischen Integrale erster Gattung. 

Eliminirt man aus den Gleichungen (28.), die den Algorithmus des 
Mittels aus vier Elementen definiren, mit Hülfe der Gleichung ae—be = 0 
das Element a, so folgt 


En 
u = (b+e)(c-He) 
und 
| oe 
b, == 5(b+e)| a 


(30.) 


\ /b 
= L(c+e) ] 2 





e, = Vbe. 


Die durch die Relationen (27.) eingeführten Hülfsgrössen b’, c', e, b’, ce, e 
werden in diesem Speeialfalle 
b 


C Y7 7 9 > 1 ) y > > 
b = z Ye, ‘= „Ve-e, e = YW’-eVYe—e, 
7 - P 


2 Zj 


b'= Yb’-e, "= Ye—e‘, e=l, 
wobei allen Quadratwurzeln der positive Werth beizulegen ist. Die neuen 
Elemente a,, b,, c,, e, genügen wieder der Ungleichung 
a4 >b,>ca>e>0$ 
und der Gleichung 
ae —be =. 


Die drei Gleichungen (30.) definiren, wiederholt angewandt, einen Algorithmus 
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dreier positiven Elemente 5, c, e, den K. Schering bereits betrachtet hat*). 
Bildet man nämlich drei neue Elemente 5b,, c,, e, ebenso aus b,, c, &, 
wie diese aus b, e, e gebildet sind, u. s. f., so nähern sich wieder b,, c,, €,, 
wenn » in das Unendliche wächst, einem gemeinsamen Grenzwerth, der 
mit g bezeichnet werden möge. Die Berechnung des von K. Schering als 
arithmetisch-geometrisches Mittel aus drei Elementen bezeichneten Grenz- 
werthes, der aus dem Mittel von vier Elementen hervorgeht, wenn die 
beiden letzten Elemente einander gleich werden, lässt sich gleichfalls auf 
die Ermittelung dieser Grösse g’ zurückführen **). 

Es werde jetzt in den Gleichungen (1.) wieder a,=1, a,=0, 
4, =0, a„ = 1, also 


” de 2 xde 
9, = / u le; Saas / an 
2. YR(e) 2 VR) 
’ de " dr 
2 YVR@) 2 YR@) 


gesetzt; um dann in dem Grenzfalle ae—be=(0 den Werth des Doppel- 
integrals, welches nach (16.) mit der Determinante ®,0@,— @,@,, identisch 
ist, zu ermitteln, mögen für x, und x, neue Veränderliche 5, und 5, durch 
die Substitutionen 


= m -(u—-0), = 08 


eingeführt werden, so dass die Grenzen der transformirten Integrale bei dem 
Grenzübergange constant bleiben. Dann ergiebt sich 


: e y or 1 
Im (mon) = ge Si [de 
u 0 N = ı\93 


Un 


ae—be= 


wobei 
R&) = sa-9(1-(1-5)8), 
:a-9(1-(1-%)8) 


sesetzt ist. In den Integralen w,, und w,, hat YR(x) den reellen negativen 
Werth zu erhalten, während allen übrigen Quadratwurzeln ihr positiver 


( 


N,(E) 


*) Dieses Journal, Bd. 85 S. 117. 
"*) Daselbst, S. 128 und S. 155. 
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Werth beizulegen ist. Aus der Gleichung (29.) folgt demnach 
n? e 1 6 ı & 
ge re / RC N VRR.) 


7T ra 


ee 


. Yb’cos’p-+ e’sin’p ; Yc’cos’p + e’sin’p 


Die Moduln der beiden vollständigen elliptischen Integrale erster Gattung, 
auf deren Produet sich in diesem Grenzfalle die aus den vier vollständigen 
reellen hyperelliptischen Integralen erster Gattung gebildete Determinante 
redueirt, sind von einander verschieden. 

Etwas einfacher noch gestaltet sich der Grenzübergang, wenn man 
von dem Ausdrucke für - welchen Borchardt in seiner zweiten Veröffent- 
lichung*) über das arithmetisch-geometrische Mittel aus vier Elementen an- 
gegeben hat, ausgeht. 

Bezeichnet man nun das gewöhnliche arithmetisch-geometrische Mittel 
der beiden Elemente « und 5 mit M(«, P), so ergiebt sich aus der letzten 
Gleichung 


g = Mb, e).M(c, e) 


REN 
J* 


was mit dem von K. Schering gefundenen Resultate übereinstimmt 
Besteht demnach zwischen den vier positiven Grössen a, b, ce, e die 
Relation ae—be=0, so geht das arithmetisch-geometrische Mittel aus vier 
Elementen in ein Produet zweier arithmetisch-geometrischen Mittel je zweier 
Elemente über. 


*) ]. c., S. 96 resp. S. 431. 
**) Dieses Journal, Bd. 85 S. 119. 














Geometrische Untersuchungen. 


(Von Herrn Hermann Schmidt in Stuttgart.) 


Erster Absehnitt 


Die Axiome der (Geometrie. 
Einleitung. 


In Folgenden unternehme ich den Versuch, die Axiome von der 
Ebene und von der Geraden zu beweisen. Vielleicht ist es erwünscht, 
wenn ich zunächst hier einleitend eine kurze Uebersicht über den Gang, 
den meine Untersuchung nimmt, gebe. Es ist schon früher erkannt worden, 
dass die Kugel so definirbar ist, dass die Möglichkeit ihrer Existenz keinem 
Zweifel unterliegt. Von ihr nimmt denn auch meine Untersuchung ihren 
Ausgang. Aus der Entstehung der Kugelfläche folgt, dass sie beliebig über 
sich selbst wegbewegt werden kann, ohne mit sich ausser Deckung zu 
kommen, und aus dieser Eigenschaft lässt sich die ganze Sphärik ableiten 
und zwar, wie ich in einem zweiten, analytischen Abschnitt zeigen werde, 
auch die sphärische Trigonometrie in ihrem vollen Umfange, so dass also 
die ganze Sphärik aus sich selbst heraus sich entwickeln lässt unabhängig 
von den beiden Axiomen von der Ebene und von der Geraden. 

Ich gebe jedoch von Anfang an dieser Untersuchung noch eine 
grössere Allgemeinheit. Ich nenne nämlich Hauptfläche eine Fläche von 
der Art, dass sie beliebig über sich selbst wegbewegt werden kann, ohne 
mit sich ausser Deekung zu kommen (derart, dass ein beliebiges Gebilde 
auf ihr, AB, in eine beliebige andere Lage AB’ oder A’B’ auf der Fläche 
gebracht werden kann). In der Euklidischen Geometrie giebt es, wie ich 
einschaltend bemerken möchte, ausser der Kugelfläche nur noch eine Haupt- 
fläche, die Ebene. Für unsere nachfolgende Untersuchung steht indessen 
zunächst nur fest, dass die Kugelfläche eine Hauptfläche ist; ob es ausser 
ihr noch andere geschlossene Hauptflächen, ob es daneben auch unbegrenzte 
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Hauptflächen giebt, bleibt bis auf weiteres dahingestellt. Unsere Unter- 
suchung hat also vorläufig einen theilweise hypothetischen Charakter; so- 
bald wir aber finden, dass es ausser der Kugelfläche noch andere Haupt- 
flächen giebt, erhalten für diese auch die Eigenschaften, die wir von der 
Hauptfläche bewiesen haben, sofort Geltung. Die Hauptfrage wird alsdann 
durch folgenden Satz entschieden, den ich später beweisen werde: Wenn 
von zwei Kreisen, die zwei Punkte gemein haben und fest mit einander 
verbunden gedacht werden, der eine in sich verschoben wird, so beschreibt 
der andere eine Hauptfläche (bezw. ein Stück einer solchen), die auch da- 
durch entsteht, dass man den zweiten Kreis in sich selbst verschiebt, wobei 
der erste die Fläche beschreibt. Wählt man als den einen dieser beiden 
Kreise einen Hauptkreis einer Kugelfläche, als den anderen aber einen 
Kreis, der mit diesem Hauptkreis zwei Punkte gemein hat und überdies 
durch den Mittelpunkt der Kugelfläche geht, so ist die durch die beiden 
Kreise erzeugte Fläche eine Ebene. Die Eigenschaften der Ebene und 
der Geraden als der Schnittlinie zweier Ebenen ergeben sich alsdann aus 
dem, was zuvor über unbegrenzte Hauptflächen hypothetisch bewiesen 
worden ist, ganz von selbst. 

Ich gehe aber noch einen Schritt weiter. Hauptflächen, welche 
keine Ebene sind, kann man gekrümmt nennen: sie haben die Eigenschaft, 
dass sie keine Linie enthalten, die bei der Drehung um zwei ihrer Punkte 
ihre Lage beibehält. Es lässt sich nun leicht zeigen, dass durch eine und 
dieselbe gekrümmte Hauptlinie (Hauptlinie nenne ich die Schnittlinie zweier 
Hauptflächen, gekrümmt nenne ich eine Hauptlinie, die keine Gerade ist 
nicht mehr als zwei congruente Hauptflächen gehen können. Man kann 
nun, wie es zu jeder Kugelfläche concentrische Kugelflächen giebt, auch 
zu jeder anderen Hauptfläche beliebig viele weitere Hauptflächen annehmen, 
die während man jene erste über sich selbst weggleiten lässt, ebenfalls, 
wenn eine starre Verbindung zwischen den Flächen angenommen wird, 
über sich selbst weggleiten; solche Hauptflächen nenne ich parallel zu 
einander. Nun behaupte ich, dass zwei parallele gekrümmte Hauptflächen 
einander nicht congruent sein können. Dass dieser Satz für geschlossene 
Hauptflächen (Kugelflächen) gilt, ist klar; dass er aber auch für gekrümmte 
unbegrenzte Hauptflächen gilt, falls es solche giebt, beweise ich wie folgt: 
Es seien @ und 5 zwei parallele, unbegrenzte und gekrümmte Hauptflächen, 
so erhält man offenbar, wenn man den Raum «5 so fortbewegt, dass « auf 

Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 2. 15 
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? kommt, eine durch die neue Lage von 5 bestimmte Hauptfläche y, die 
congruent den Flächen & und ? ist, und durch Fortsetzung jenes Verfahrens 
gelangt man zu Hauptflächen d, e,..., die sämmtlich congruent der Fläche « 
sind; dabei sind die Räume «ß, Py, yd, de, ... ebenfalls einander eongruent. 
Nimmt man nunmehr auf der « zwei Punkte A und B nach Belieben an 
und dreht um diese die «@, bis sie, was immer möglich, die $ in irgend 
einer Hauptlinie «/, die jedenfalls gekrümmt sein muss, schneidet, so lässt 
sich, wie später des näheren gezeigt werden wird, auf der 5 ein Punkte- 
paar A’B’' bestimmen, das auf der $ zu der Linie «£ dieselbe Lage hat, 
wie AB ebenfalls zu der Linie «ß auf der «. Dreht man um diese Punkte 
AB’ die 9 ebensoweit gegen die y, wie vorher die @ gegen die ?, wobei 
die «, die wir jetzt als starr verbunden mit der % denken, mitgeführt wird, 
so erhalten wir eine Sehnittlinie 3y, durch welche auch die @ gehen muss; 
wir hätten also drei und, wenn das Verfahren fortgesetzt wird, beliebig viele 
einander eongruente, gekrümmte Hauptflächen, die alle durch eine und die- 
selbe gekrümmte Hauptlinie gehen müssten im Widerspruch mit dem, was 
vorher bewiesen wurde (lässt man die Räume «aß, y, yd, de, ... immer 
kleiner werden, bis man schliesslich zu einer stetigen Aufeinanderfolge der 
Hauptflächen «@, P, y, 0, &, ..., kommt, so müsste, wenn diese Haupt- 
flächen einander eongruent wären, offenbar eine gekrümmte Hauptfläche 
um eine in ihr liegende, gekrümmte Hauptlinie derart gedreht werden 
können, dass die letztere ihre Lage im Raume beibehielte, was unmöglich 
ist). Auf diesen Satz aber lässt sich, wenn er als zutreffend erachtet wird, 
der Nachweis eines Widerspruchs in der sogenannten imaginären oder ab- 
soluten (nieht-euklidischen) Geometrie gründen. Denn die „Grenzfläche“ in 
dem von Lobatschewsky, Bolyai u. a. entwickelten Geometriesystem (von 
Bolyai Fläche F genannt) ist in der That eine gekrümmte Hauptfläche, die 
congruent sein müsste ihren Parallelflächen, da diese, wie aus der An- 
nahme jener Mathematiker folgt, ebenfalls sämmtlich Grenzflächen wären. 
(In der von Frischauf herausgegebenen Bearbeitung der absoluten Geometrie 
nach J. Bolyai, Leipzig 1872, ist auf Seite 28 in der That bemerkt: Alle 
Grenzlinien sind eongruent. Hieraus folgt aber vermöge der dort gegebenen 
Definition der Grenzfläche, welch letztere dadurch entsteht, dass eine Grenz- 
linie um eine ihrer Axen gedreht wird — Seite 29 unten —, dass auch 
alle Grenzflächen einander congruent sind. Ebenso wird dort bewiesen, 
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dass, wenn man auf den Axen AA’, BB',... einer Grenzfläche AB.. gleiche 
Stücke AA’ = BB’, ... abschneidet, auch die Punkte A’, B’ auf einer Grenz- 
fläche liegen, woraus hervorgeht, dass zwei so liegende Grenzflächen ein- 
ander parallel sein müssten in dem von mir angenommenen Sinne. Durch 
eine Gerade als Axe und einen auf ihr liegenden Punkt ist eine Grenz- 
fläche, die durch diesen Punkt geht, vollkommen bestimmt; verschiebt man 
also die Axe in sich selbst, so erhält man eine stetige Aufeinanderfolge von 
(renzflächen, d. h. von gekrümmten, einander eongruenten Flächen, welche 
die Eigenschaften besitzen, die ich von der Hauptfläche annehme.) Wie 
sich aus jenem von mir aufgestellten Satze ein direeter Beweis des Eukli- 
dischen Parallelenaxioms ableiten lässt, der uns nicht zwingt, die Entwicke- 
lung einer auf dieses Axiom Verzicht leistenden Geometrie bis zur Grenz- 
fläche zu verfolgen, davon wird im Nachstehenden noch die Rede sein; in 
diesen einleitenden Bemerkungen wollte ich nur kurz den Hauptinhalt meiner 
Untersuehungen andeuten. Uebrigens bemerke ich hier, dass ich der 
imaginären Geometrie keineswegs ihre Berechtigung absprechen will: nur 
den ihr gebührenden Platz möchte ich ihr anweisen als einer Geometrie 
der imaginären Hauptfläche neben der (Greometrie der Kugelfläche und der 
(Euklidischen) Geometrie der Ebene. Ich werde denn auch im zweiten 
Abschnitt dieser Untersuchungen ebenso wie die Sphärik die Geometrie 
der imaginären Hauptfläche aus sich heraus entwickeln, unabhängig von 
ebenen oder geradlinigen Uonstruetionen, wie sie in den bisherigen Dar- 
stellungen der imaginären Geometrie zur Anwendung gelangt sind. Man 
erhält hiernach drei Geometriesysteme, die gleichberechtigt neben einander 
stehen, jedes vollständig unabhängig von den beiden anderen, nämlich die 
Geometrie der Ebene, diejenige der Kugeltläche und diejenige der imagi- 
nären Hauptfläche. 

Bevor ich daran gehe, das was ich hier kurz angedeutet, eingehend 
zu begründen, bemerke ich noch, dass ich die allgemeinen Grundbegriffe 
der Raumlehre, die Definitionen von Raum, Körper, Fläche, Linie, sowie 
den Begriff der Congruenz ohne Weiteres voraussetze, da über sie ein 
Zweifel nieht besteht. 


Kugelfläche und Hauptfläche im Allgemeinen. 
1) Satz und Erklärung. Wird eine Linie 04, durch welche die 
beiden Punkte O0 und A starr verbunden sind. um den einen ihrer End- 
15* 
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punkte, 0, gedreht, so entsteht als Weg des anderen, A, zunächst eine 
Linie und bei Fortsetzung der Drehung eine Fläche, die schliesslich einen 
Körper von der Beschaffenheit umgrenzt, dass er bei beliebiger Drehung 
um A immer mit sich in Deckung bleibt. Die Grenze dieses Körpers, die 
eine in sich selbst zurückkehrende, geschlossene Fläche bildet, muss eben- 
falls wie der Körper selbst bei beliebiger Drehung um A mit sich in Deekung 
bleiben, kann also beliebig über sich selbst wegbewegt werden, so dass 
ein (sebilde auf ihr, AB, in eine beliebige andere Lage AB’ oder A’B' 
gebracht werden kann. Diese Fläche heisst Kugelfläche, der von ihr 
umgrenzte haum Kugel. Der Punkt O heisst Mittelpunkt, Centrum, 
0A(=0B=0A = OB) Halbmesser, Radius der Kugel oder Kugelfläche. 

Zusatz 1). Die Kugelfläche kann sich nicht selbst schneiden, da 
sonst, wenn sie über sich selbst wegbewegt würde, die Schnittfigur aus 
ihrer Lage sich bewegen müsste, die Fläche selbst also ausser Deekung 
mit sich käme; noch weniger kann die Kugelfläche aus mehreren nicht zu- 
sammenhängenden Stücken bestehen. 

Zusatz 2). Der Mittelpunkt der Kugelfläche ist von ihr umschlossen. 

2) Erklärung. Eine Fläche von der Beschaffenheit, dass sie beliebig 
über sich selbst wegbewegt werden kann, ohne mit sich ausser Deckung 
zu kommen, so dass also ein Gebilde auf ihr, AB, in eine beliebige andere 
Lage, Ab’ oder AB’, gebracht werden kann, heisst Hauptfläche. 

Anmerkung. Alle Kugelflächen sind Hauptflächen. Ob es noch an- 
dere Hauptflächen giebt, lassen wir vorläufig dahingestellt. 

Zusatz. Von der Hauptfläche gilt dasselbe, was in 1) Zusatz 1 von 
der Kugelfläche gesagt ist. 

3) Lehrsatz. Zwei Hauptflächen, die verschieden sind, können kein 
Flächenstück gemein haben. 

Beweis. Hätten sie ein Flächenstück gemein, so gäbe es eine Linie, 
welche die Grenze wäre zwischen den gemeinsamen und den nicht gemein- 
samen Theilen der beiden Hauptflächen. Liesse man aber beide über sich 
selbst weggleiten, so dass jenes gemeinsame Flächenstück über seinen Rand 
hinaus rückte, so würde es, als beiden Hauptflächen angehörig, beide be- 
schreiben. Die Flächen hätten also, statt des anfänglich angenommenen, 
ein anderes, grösseres Flächenstück gemein, was einen Widerspruch bildet. 

4) Lehrsatz. Wenn mit einer Hauptfläche « ein Punkt BP starr ver- 
bunden ist, so wird letzterer, während man die « beliebig über sich selbst 
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wegbewegt, im Allgemeinen sich ebenfalls bewegen und zwar derart, dass 
er wieder eine Hauptfläche beschreibt. 

Beweis. Wenn die « so über sich selbst wegbewegt wird, dass eine 
Linie AA’ auf ihr ein Flächenstück beschreibt (wobei die Linie AA’ auch 
so geführt werden kann, dass Punkt A über A’ weggeht), und es würde 
in diesem Falle der Punkt B still stehen bleiben, so müsste offenbar die « 
mit einer um B als Mittelpunkt mit dem Halbmesser 0OA= 0A’ beschrie- 
benen Kugelfläche jenes Flächenstück gemein haben und demnach mit 
dieser Kugelfläche zusammenfallen, d. h. « wäre eine Kugelfläche und B 
ihr Mittelpunkt. In jedem anderen Falle muss B bei jener Bewegung der « 
sich ebenfalls bewegen und zunächst eine Linie, diese Linie aber wird bei 
fortgesetzter Bewegung der « eine Fläche $ beschreiben, die nothwendig 
ebenso wie die « beliebig über sich muss wegbewegt werden können, ohne 
mit sich ausser Deckung zu kommen. 

Zusatz 1). Umgekehrt muss, wenn die 5 über sich selbst wegbewegt 
wird, auch die « sich über sich selbst wegbewegen. Zwei Hauptflächen, 
die in vorgedachter Weise zu einander liegen, heissen parallel. Parallele 
Kugelflächen heissen auch concentrisch. 

Zusatz 2). Parallele Hauptflächen (concentrische Kugeltlächen) kön- 
nen keinen Punkt gemein haben. 

Zusatz 3). Sind mehrere Hauptflächen einer und derselben parallel, 
so sind sie unter einander parallel. 


gegeben, 


Zusatz 4). Sind zwei nicht parallele Hauptflächen @ und > 
so lassen sich zu der einen, «, beliebig viele Parallelflächen denken, welche 
die 5 schneiden. Denn unter allen Parallelflächen der «, welche dureh 
beliebige Punkte der £ gehen, können höchstens zwei sein, welche die 
berühren; jede dritte, die zwischen diesen zweien liegt, muss die 5 schneiden, 
da sonst, wenn sie die 5 berühren würde, letztere nach der Berührungs- 
figur sich schneiden müsste. Ebenso lassen sich um einen Punkt A be- 
liebig viele Kugelflächen beschreiben, welche eine gegebene Hauptfläche 7, 
für die A nicht Mittelpunkt ist, schneiden, und höchstens zwei von den 
Kugelflächen, die um A sich beschreiben lassen, können die 5 berühren. 

Zusatz 5). Eine Kugelfläche « kann nur eine» Mittelpunkt haben. 
Denn hätte sie zwei Mittelpunkte A und B, so liessen sich um diese beiden 
zwei Systeme von Kugelflächen beschreiben, welche der « und folglich 
auch unter einander parallel wären; aber wenn man beispielsweise um A 
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mit AB und um B mit BA Kugelflächen beschreibt, so sind diese nicht 
parallel, sondern müssen sich schneiden. 

5) Satz und Erklärung. Wenn auf einer Hauptfläche « eine Linie AB 
vegeben ist, so kann letztere um den einen ihrer Endpunkte, A, auf der 
Fläche gedreht werden. Dabei beschreibt der andere Endpunkt B im All- 
gemeinen eine in sich zurückkehrende, geschlossene Linie, welche die Eigen- 
schaft besitzt, dass sie in sich selbst verschoben werden kann, ohne mit 
- sich ausser Deckung zu kommen. Diese Linie kann auch betrachtet werden 
als Schnittlinie oder gemeinsame Linie einer um A beschriebenen Kugel- 
fläche und der gegebenen Hauptfläche. Der Fall, dass B keine Linie be- 
schreibt, kann nur dann vorkommen, wenn die um A mit AB beschriebene 
Kugeltläche die «& nicht schneidet sondern in einem oder einigen Punkten 
berührt. Ob dieser Fall eintreten kann, ob ferner zwei Hauptflächen ausser 
einer Sehnittlinie oder einer gemeinsamen Linie noch weitere Gebilde gemein 
haben können, lassen wir vorerst dahingestellt. Die um A als Mittelpunkt 
mit der AB auf der « beschriebene Linie heisst Kreis oder Kreislinie, der 
von ihr umschlossene Flächenraum, in welchem der Punkt A liegt. heisst 
Kreisfläche, A ist Mittelpunkt, Centrum, AB Halbmesser, Radius des Kreises 
oder der Kreisfläche. 

6) Lehrsatz. Wenn der Raum um zwei ruhende Punkte. A und B, 
vedreht wird, so beschreiben die übrigen Punkte des Raumes im Allgemeinen 
eeschlossene, in sich selbst verschiebbare Linien, nämlich die Schnittlinien, 
bzw. gemeinsamen Linien (Kreise) der beiden zu A und B gehörigen Systeme 
concentrischer Kugelflächen. Wenn ein Punkt, durch welchen eine solche 
Linie geht, diese beschreibt, so müssen auch alle übrigen Punkte des Raumes 
sleichzeitig und gleichmässig ihre Linien beschreiben, und nur solche Punkte 
des Raumes stehen bei der Drehung still, durch welche derartige Linien 
nieht gehen. Die bei der Drehung stillstehenden Punkte können höchstens 
eine oder einige Linien, nieht aber eine Fläche oder ein Flächenstück 
erfüllen. 

Beweis. Nach 4) Zusatz 4 giebt es unendlich viele Kugelflächen 
um A und um BD von der Art, dass je eine Fläche des einen Systemes mit 
beliebig vielen Flächen des anderen Systemes Schnittlinien oder gemeinsame 
Linien bildet. Demnach giebt es auch unendlich viele Punkte, durch welche 
solehe Linien gehen. Es ist aber klar, dass bei der vorausgesetzten Drehung 
des Raumes die Punkte desselben, wenn sie sich bewegen, in jenen Linien 
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sich bewegen müssen. Gesetzt nun, es bliebe bei der Drehung des Raumes 
irgend ein Punkt still stehen, so könnte auch diese ganze Linie sich nicht 
bewegen. Wenn man sodann auf einer der beiden Kugelflächen, welchen 
diese Linie angehört, um einen Punkt der letzteren Kreise beschreibt, 
welche sie schneiden, so könnten auch diese Kreise, da ihr Mittelpunkt 
still steht, nicht anders als in sich selbst sich fortbewegen; da aber wiederum 
mindestens zwei ihrer Punkte, nämlich die Schnittpunkte mit der ange- 
nommenen Linie, still stehen, so können auch diese Kreise sich nicht be- 
wegen. Es ist aber klar, dass auf diese Weise die ganze vom äussersten 
derselben umschlossene Kreisfläche auf der angenommenen Kugelfläche still 
stehen muss. Indem man auf der Grenzlinie dieser Kreisfläche wiederum 
einen Punkt annimmt, der auch still steht und um diesen neue Kreise be- 
schreibt, gelangt man zu grösseren und immer grösseren Kreisflächen, welche 
still stehen müssen, und es ist leicht einzusehen, dass auch die ganze Kugel- 
fläche sich nicht bewegen kann; denn würde irgend ein 'T'heil derselben 
sich bewegen, so liessen sich um irgend einen Punkt der Grenzlinie des 
still stehenden T'heiles Kreise beschreiben, welche theilweise still stehen und 
theilweise in sich selbst sich fortbewegen würden. 

Nun aber müssen auch alle Kugelflächen still stehen, die von jener 
einen geschnitten werden, und ebenso müsste der ganze von der still 
stehenden (zuerst angenommenen) Kugelfläche umschlossene Raum still stehen, 
so weit er von den still stehenden Kugelflächen des anderen Systemes durch- 
schnitten wird. Aber ganz ähnlich wie vorhin lässt sich zeigen, dass der 
ganze Kaum überhaupt still stehen muss, weil sonst um irgend einen Punkt 
auf der Grenze des still stehenden Raumes neue Kugelflächen sich beschreiben 
liessen, die theilweise still stehen und theilweise sich bewegen würden, was 
nach dem eben Bewiesenen nicht möglich ist. Wenn also ein Punkt des 
Raumes seine zugehörige Linie beschreibt, so müssen es alle thun und nur 
solche Punkte können still stehen, durch welche derartige Linien nicht 
gehen. Auf jeder Kugelfläche der beiden Systeme können höchstens ein- 
zelne Punkte still stehen, die Punkte nämlich, in welchen sie etwa von 
zwei bestimmten Kugelflächen des anderen Systemes berührt wird. 

Die Punkte, die auf den beiden Kugelflächen liegen, welche um A 
mit dem Halbmesser AB und um B mit dem Halbmesser BA beschrieben 
werden, durchlaufen jedenfalls Kreislinien bei der Drehung des Raumes um 
AB. Es ist aber klar, dass, wenn ein Punkt seine Kreislinie durchmessen 











120 Schmidt, geometrische Untersuchungen. 


hat und an seinen alten Ort zurückgekehrt ist, letzteres auch für alle 
anderen Punkte des Raumes der Fall sein muss. Die Bewegung muss also 
in geschlossenen, in sich selbst verschiebbaren Linien und gleichmässig er- 
folgen, derart, dass, wenn ein Punkt © z. B. nach einander die Strecken 
ce = CC" = CC" ... durchläuft, auch ein anderer Punkt D entsprechende 
Strecken DD'=D'D" = D"D" ... durchlaufen muss. 

Würde bei der Drehung des Raumes um A und B ein Flächenstück 
still stehen, so liesse sich offenbar um A oder B eine Kugelfläche beschrei- 
ben, welche mit dem Flächenstück eine Linie gemein hätte, das also bei 
der Drehung des Raumes still stehen müsste im Widerspruch mit dem oben 
Bewiesenen. 

Anmerkung. Wenn die Punkte, die bei der Drehung des Raumes 
um AB still stehen, wirklich eine Linie erfüllen, so muss diese die Eigen- 
schaft haben, dass sie in sich selbst verschiebbar ist. Denn sie bleibt still 
stehen, mag der Raum um beliebige zwei ihrer Punkte gedreht werden; 
sie muss also auch mit sich in Deckung bleiben, wenn sie in eine beliebige 
neue Lage gebracht wird, so dass die zwei Punkte A und B auf zwei 
andere Punkte A’ und 5b’ dieser Linie fallen. Wir lassen übrigens vorläufig 
dahin gestellt, ob es eine solehe Linie giebt. 

Zusatz. Um drei Punkte A, B, C kann der Raum nicht gedreht 
werden, es sei denn, dass sie eine ganz bestimmte aus Satz 6 sich ergebende 
lage zu einander haben. 

7) Lehrsatz und Erklärung. Jede Linie a, die zwei Hauptflächen « 
und 3 gemein haben, lässt sich in sich selbst verschieben. Eine solche 
Linie nennen wir Hauptlinie (für den Kreis und die gemeinsame Linie 
zweier Kugelflächen ist diese Eigenschaft schon in Satz 6 nachgewiesen). 

Beweis. Ist die Linie a von der in 6) Anmerkung gedachten Be- 
schaftenheit, so ist sie auch, wie dort gezeigt, in sich verschiebbar. Lässt 
sich aber der Raum nicht so um die a drehen, dass sie selbst still steht, 
so nehme man zwei beliebige Punkte A und B auf ihr an, dann kann, wenn 
diese festgehalten werden, der ganze Raum nicht mehr bewegt werden, 
ohne dass die a und damit auch die ganze von der « und ? gebildete Figur 
aus ihrer Lage kommt. Wir können aber beide Hauptflächen so über sich 
selbst wegbewegen, dass die Punkte A und B mit zwei anderen, A' und B', 
der a zusammenfallen, dann aber fällt nothwendig die ganze neue Lage 
der a mit der vorherigen Lage zusammen. Da aber A’ und B’ beliebig 
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gewählt werden können (sofern nur die dadurch begrenzte Strecke der AB 
gleich ist), so muss nothwendig die « in sich selbst verschoben werden 
können. | 

8) Lehrsatz. Entlang zwei Hauptflächen, die nicht parallel sind, kann 
der Raum bewegt werden. Dabei bewegen sich die gegebenen sowie sämmt- 
liche Parallelflächen zu ihnen entlang von Hauptlinien, deren jede zwei 
Hauptflächen gemein ist, die den beiden durch die gegebenen Hauptflächen 
bestimmten Systemen von Parallelflächen angehören. Die Punkte des Raumes 
beschreiben im Allgemeinen Hauptlinien, nämlich die Schnitt- oder gemein- 
samen Linien der zu den beiden gegebenen parallelen Hauptflächen, und 
nur Punkte, durch welche keine solehe Linien gehen, können bei der 
Drehung des Raumes still stehen. Die etwa still stehenden Punkte können 
höchstens eine oder einige Linien, aber kein Flächenstück erfüllen. (Statt 
einer der Hauptflächen kann auch ein Punkt gegeben sein.) 

Der Beweis dieses Satzes ist derselbe wie bei 6). 

Anmerkung 1). Erklärung. Hauptlinien, die eine Hauptfläche mit 
einem Systeme paralleler Hauptflächen gemein hat, heissen parallel; sie 
können keinen Punkt gemein haben. 

Anmerkung 2). Es ist mir vielleicht gestattet, darauf hinzuweisen, 
wie das Gesetz der Reeiproeität, das die ganze Raumlehre beherrscht, schon 
hier zu Tage tritt: Der Bewegung des Raumes um einen Punkt entspricht 
die Bewegung desselben entlang einer Hauptfläche; der Bewegung des 
Raumes um zwei Punkte entspricht die Bewegung desselben entlang zwei 
nicht parallelen Hauptflächen. Durch drei Punkte oder durch drei Haupt- 
flächen ist der Raum im Allgemeinen in seiner Lage festgehalten. 

9) Lehrsatz. Zwei Hauptflächen können ausser einer Hauptlinie 
keinen Punkt (noch weniger eine Linie oder ein anderes Gebilde) ge- 
mein haben. 

Beweis. Erster Fall. Es lassen sich auf der gegebenen, beiden 
Hauptflächen gemeinsamen Hauptlinie drei Punkte A, B und € so bestimmen, 
dass wenn sie sämmtlich festgehalten werden, der Raum nicht mehr bewegt 
werden kann. Dann ist klar, dass eine Hauptfläche, die durch diese drei 
Punkte geht, ebenfalls nicht mehr aus ihrer Lage bewegt werden kann, 
wenn die drei Punkte still stehen. Man kann aber beide Flächen über 
sich selbst wegbewegen, und dies ist die einzige Bewegung, die ihnen noch 
frei steht. Dann aber würde, wenn sie ausser der Linie noch einen Punkt 
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gemein hätten, dieser eine beiden Flächen gemeinsame Linie und diese 
Linie würde bei Fortsetzung der Bewegung beide Flächen beschreiben, d. h. 
beide müssten zusammenfallen. 

Zweiter Fall. Auf der gemeinsamen Hauptlinie AC lassen sich keine 
drei Punkte der gedachten Art finden: dann behaupte ich, dass dieselbe 
auf keiner der beiden Flächen einen begrenzten Raum einschliessen, also 
nicht geschlossen sein kann. Denn wäre sie geschlossen, so könnte man 
die eine der beiden Flächen so über sich selbst wegbewegen, dass die AC 
auf ihr um einen ihrer Punkte A sich drehen würde, wobei die verschie- 
denen Lagen, die sie nach einander einnimmt, je mindestens zwei Punkte 
mit einander gemein hätten, z. B. die erste mit der zweiten die Punkte A 
und B, die erste mit der dritten A und B’ u.s.f. Wenn also der Vor- 
aussetzung gemäss die AC bei der Drehung um A und € nicht aus ihrer 
Lage sich bewegt, so ist die erste und damit auch die zweite Lage zwischen 
A und B unverrückbar, ebenso die zweite und dritte zwischen A und 
B u.s.w. Hieraus folgt, dass die ganze von der AC bei ihrer Fort- 
bewegung beschriebene Fläche bei ihrer Drehung um die Punkte A und © 
still stehen müsste, gegen die Voraussetzung bezw. gegen das in 6) Be- 
wiesene. Wenn aber die AC auf keiner der beiden gegebenen Hauptflächen 
einen begrenzten Raum einschliessen kann, so können die beiden Flächen 
offenbar selbst nicht geschlossen, sondern müssen unbegrenzt sein. Hätten 
sie nun ausser der gegebenen Hauptlinie noch einen Punkt D gemein, so 
beschreibe man um einen beliebigen Punkt C der AC mit dem Halbmesser 
CD eine Kugelfläche, welche die beiden (unbegrenzten) Hauptflächen nach 
Kreisen schneiden muss, die ihrerseits wieder von der unbegrenzten, durch 
ihren Mittelpunkt © gehenden Linie AC in mindestens zwei Punkten ge- 
schnitten werden müssen; diese Punkte seien A und B. Nun können, nach 
dem eben Bewiesenen, die Punkte A, B, D, die den beiden gegebenen 
Hauptflächen gemeinsam sind, jedenfalls nicht von der Art sein, dass der 
Raum um sie gedreht werden kann, da sie auf der einen wie auf der 
anderen Fläche Kreislinien angehören. Wird also der Raum in diesen drei 
Punkten festgehalten, so können auch die beiden Hauptflächen sich nicht 
bewegen; da sie aber die Hauptlinie ABC gemein haben, die jedenfalls 
nicht mit der durch A, B, D bestimmten gemeinsamen Hauptlinie der 
beiden Flächen zusammenfällt (falls überhaupt durch die Punkte A, B, D 
eine gemeinsame Linie der beiden Flächen bestimmt ist und diese nicht 
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etwa nur Berührungspunkte bilden sollten), so folgt wie im ersten Falle, 
dass beide Flächen zusammenfallen müssen. 

Zusatz 1). Es ist nach dem Bisherigen noch nicht erwiesen, ob es 
Hauptlinien giebt, die bei der Drehung des Raumes um zwei ihrer Punkte 
still stehen. Wir wollen aber doch der Kürze halber für eine solche Haupt- 
linie, da ihre Möglichkeit im Folgenden hin und wieder angenommen werden 
muss, die Bezeichnung „Gerade“ einführen. Zwei Hauptflächen, die eine 
Gerade enthalten, sind congruent. Denn bringt man sie in eine solche 
Lage, dass sie die Gerade gemein haben, und dreht dann die eine um diese 
Gerade, so wird sie, bis sie in die alte Lage zurückkommt, nothwendig 
durch die andere Fläche durchgehen und hierbei mindestens einen Punkt 
ausser der angenommenen Geraden mit ihr gemein haben, also mit ihr zu- 
sammenfallen. Diese Fläche heisst Ebene. Giebt es eine Ebene, so giebt 
es auch eine Gerade; es folgt ferner ohne weiteres aus dem Bisherigen, 
dass durch zwei Punkte einer Ebene immer eine Gerade und nur eine mög- 
lich ist, und dass diese ganz in der Ebene liegt. 

Zusatz 2). Erklärung. Eine Hauptfläche, die keine Ebene ist, und 
eine Hauptlinie, die keine Gerade ist, heissen gekrümmt. 

10) Lehrsatz. Zwei Hauptflächen, die eine Hauptlinie gemein haben, 
schneiden sich nach derselben; berühren können sich zwei Hauptflächen 
nur in einem Punkte. 

Beweis. Wenn zwei Hauptflächen «@ und 5 eine Hauptlinie «a als 
berührende gemein hätten, so würden sich zu der einen derselben Parallel- 
flächen beschreiben lassen, die von der anderen nach zwei der a parallelen 
Hauptlinien geschnitten würden. Wenn zwei Hauptflächen sich in zwei 
Punkten berühren würden, so könnten wiederum zu der einen derselben Parallel- 
flächen beschrieben werden, welche von der anderen nach zwei Hauptlinien 
geschnitten werden müssten (und zwar nach Kreisen, deren Mittelpunkte 
die angenommenen Berührungspunkte wären). Noch weniger können sie 
sich in drei oder mehr Punkten berühren. 

11) Lehrsatz. Zwei Hauptlinien können nicht mehr als zwei Punkte 
gemein haben; liegen sie auf derselben Hauptfläche, so müssen sie, wenn 
sie zwei Punkte gemein haben, sich schneiden. 

Beweis. Hätten zwei Hauptlinien, die auf einer Hauptfläche liegen, 
drei Punkte A, B, C gemein, ohne zusammenzufallen, so müsste die eine 
derselben jedenfalls gekrümmt sein; ferner müssen von den drei Punkten 
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jedenfalls zwei so liegen, dass, wenn sie festgehalten werden, die Fläche 
nicht mehr über sich selbst wegbewegt werden kann; denn werden 
beispielsweise um den Punkt A Kugelflächen beschrieben mit den Halb- 
messern AB und AC, so kann höchstens einer der Punkte B und C, etwa 
C, Berührungspunkt der gegebenen Hauptfläche mit einer dieser Kugel- 
flächen sein; durch den anderen der beiden Punkte, B, geht alsdann eine 
Kreislinie, und wenn die Hauptfläche so über sich selbst wegbewegt wird, 
dass Punkt A still steht, so müsste der Punkt B seinen Kreis beschreiben. 
Werden also A und B festgehalten, so kann die gegebene Hauptfläche sich 
nicht mehr aus ihrer Lage bewegen, ebenso wenig aber auch die beiden 
Hauptlinien, die durch A und B gehen; jede aber kann in sich selbst ver- 
schoben werden, und dabei würde ein dritter Punkt C, den sie gemein hätten, 
zugleich beide Linien beschreiben, diese müssten also zusammenfallen. 
Hätten nun weiterhin zwei Hauptlinien derselben Hauptfläche zwei Punkte 
gemein, ohne sich zu schneiden, so liessen sich zu der einen derselben auf 
der Fläche parallele Linien beschreiben, welche die andere Hauptlinie in 
mehr als zwei Punkten schneiden oder treffen würden. 

Liegen die beiden Hauptlinien nicht auf derselben Hauptfiäche, so 
sei die eine, a, Schnittlinie der Hauptflächen « und /, die andere b, Schnitt- 
linie der Hauptflächen und d. Hätten die beiden Hauptlinien nun drei 
Punkte gemein, so wären diese auch den vier Hauptflächen gemeinsam, 
d.h. jede derselben würde von den drei anderen in drei Hauptlinien ge- 
schnitten, die jene drei Punkte gemein hätten; diese drei Haupilinien können 
keineswegs in eine zusammenfallen, da zwei derselben die gegebenen a 
und b sind. Der weitere Beweis gestaltet sich nun wie im ersten Falle. 

Anmerkung. Kine Hauptlinie und eine Hauptfläche können ebenfalls 
höchstens zwei Punkte gemein haben, wobei die Linie die Fläche schneidet. 
Hat eine Hauptlinie drei Punkte mit einer Hauptfläche gemein, so fällt sie 
ganz in dieselbe. 

12) Lehrsatz. Wenn eine geschlossene Hauptfläche & gegeben ist 
und ein Punkt A, der nicht auf ihr liegt und auch nicht, falls @ Kugel- 
tläche wäre, Mittelpunkt derselben ist, so giebt es immer zwei Kugelflächen 
mit dem Mittelpunkte A, welche die @ berühren, die eine in einem Punkte 
B, die andere in einem Punkte C. | 

Beweis folgt unmittelbar aus Satz 4) Zusatz 4 unter Berücksichtigung 
dessen, dass zwei Hauptflächen sich nur in einem Punkte berühren können. 
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Zusatz 1). Wenn der Raum so bewegt wird, dass die Hauptfläche « sich 
über sich selbst wegbewegt, während A still steht, so stehen nach Satz 6) 
bezw. 8) die beiden Punkte B und C ebenfalls still, die nach Lehrsatz 12) 
durch A auf « bestimmt werden. Kugelflächen, die um zwei von den 
Punkten A, B und C so beschrieben werden, dass sie je durch den dritten 
gehen, berühren sich in diesem. 

Zusatz 2). Wird der Punkt A auf der Hauptfläche « selbst gewählt, 
so erhält man nur eine einzige Hauptfläche, welche (in €) die « berührt 
und zu A als Mittelpunkt gehört. Auch in diesem Falle kann die « um A 
und C über sich selbst wegbewegt werden. 

Zusatz 5). Zu einer geschlossenen Hauptlinie «, die auf einer be- 
liebigen Hauptfläche « gegeben ist, gehört mindestens ei» Punkt A (wenn 
die & geschlossen ist, zwei Punkte A und DB), der still steht, während die 
ce entlang der a über sich selbst wegbewegt wird. Ist nämlich / die 
Hauptfläche, deren Schnitt mit der « die a bestimmt, so wird A, bezw. so 
werden A und B bestimmt durch die Parallellächen der 5, welche die « 
berühren. Deren sind es zwei, wenn die « geschlossen ist, im anderen Falle 
eine. Jede geschlossene Hauptlinie auf einer Hauptfläche kann als Kreislinie 
betrachtet werden. 

Anmerkung. Erklärung. Zwei Punkte, die auf einer geschlossenen 
Hauptfläche so liegen, dass diese um dieselben über sich selbst wegbewegt 
werden kann, heissen Gegenpunkte. Zu jedem Punkte einer geschlossenen 
Hauptfläche gehört ein Gegenpunkt und nur einer; zu verschiedenen Punkten 
gehören verschiedene Gegenpunkte. 

13) Lehrsatz. Durch zwei Punkte A und B einer Hauptfläche, die 
nicht Gegenpunkte sind, können im Allgemeinen zwei, aber nicht mehr als 
zwei einander congruente, der Lage nach verschiedene Hauptlinien ge- 
legt werden. 

Beweis. Wäre die Hauptlinie eine Gerade, so geht aus 9) Zusatz 2) 
hervor, dass ausser ihr keine ihr congruente durch die beiden Punkte gehen 
kann. Ist die durch A und B gehende Hauptlinie gekrümmt, so kann sie, 
in A und B festgehalten, offenbar keine anderen Lagen annehmen, als die- 
jenigen, die sie bei der Drehung um A und B beschreibt. Hierbei be- 
schreiben ihre Punkte Kreise, z. B. Punkt © beschreibt den Kreis CCC, 
der mit der gegebenen Hauptfläche höchstens zwei Punkte, nämlich ausser 
C noch €’ gemein haben kann. Wenn nun C nach Ü, also ACB in die 
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Lage AC’B kommt, so fällt sie wieder mit der Hauptfläche zusammen, da 
sie alsdann drei Punkte A, C', B, mit ihr gemein hat. Diese zwei Lagen 
der gegebenen Hauptlinie (ACB und AC’B) giebt es also höchstens, die 
durch A und B gehen können. Dieselben würden in eine zusammenfallen, 
wenn die ACB nach ihrer Drehung bis AC’B mit der Strecke zusammen- 
fiele, durch welche ACB zu einer (geschlossenen) Hauptfläche ergänzt wird. 
In diesem Falle müsste also die gegebene Hauptlinie geschlossen sein und 
durch A und B in zwei congruente Theile zerlegt werden. Ein zweiter 
Fall, in welchem ausser der ACB keine ihr congruente mehr durch die 
Punkte A und B gehen könnte, würde dann eintreten, wenn etwa der von 
Punkt C beschriebene Kreis die Kugelfläche in C berühren würde. 
Anmerkung 1), Man kann die zweite Lage der ACB auch auf 
folgende Weise erhalten: Wenn man um A mit dem Halbmesser AB auf 
der Fläche einen Kreis beschreibt, so wird dieser die gegebene Hauptlinie 
höchstens in zwei Punkten, nämlich ausser in B noch in B’ treffen. Dreht 
man nun die AB um A, bis B’ auf B fällt, so erhält man ebenso wie 
vorhin im Allgemeinen eine zweite Lage der ACB, die gleichfalls durch A 
und B geht, und es ist wieder klar, dass nur diese beiden Lagen möglich 
sind. Es ist ferner leicht einzusehen, dass man auf diese Weise dieselbe 
zweite Lage der ACB erhält wie bei der Drehung um A und B; denn 
wäre die Lage AU’B verschieden von dieser neuen Lage, so bewege man 
ACB auf der Fläche um den Punkt A, bis sie mit der ursprünglich ge- 
sebenen zusammenfällt, was alsdann in einem Punkte B” geschehen müsste, 
so würde der unter A mit dem Halbmesser AB beschriebene Kreis die ge- 
oebene Hauptlinie in den drei Punkten B, B’ und B” treffen. Die beiden 
Lagen der gegebenen Hauptlinie fallen in eine zusammen, wenn der um A 
mit AB beschriebene Kreis die gegebene Hauptlinie berührt, in welchem 
Falle dieselbe nothwendig wieder eine geschlossene Linie sein muss, die 
durch die Punkte A und B in zwei congruente Theile zerlegt wird. 
Anmerkung 2). Fiele ferner die AB’ nach der Drehung um A auf 
der Fläche ganz mit der AB d.h. mit sich selbst in umgekehrter Richtung 
zusammen, so müsste durch diese Linie die Hauptfläche, falls sie geschlossen 
ist, offenbar in zwei congruente 'T'heile zerlegt werden. Die Hauptlinie 
müsste in diesem Falle durch den Gegenpunkt von A (und von B) gehen; 
denn ginge sie nicht durch den Gegenpunkt von A, so könnte man sie um 
A ein beliebiges Stück weit drehen, wobei sie eine zweite Lage erhielte, 
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die mit der ersten ausser A noch einen Punkt B gemein hätte, der nicht 
Gegenpunkt von A wäre. Dreht man also die Linie um diese zwei Punkte 
A und B, so müsste sie aus der einen Lage in die andere gebracht werden 
können, und daraus folgt nach dem Obigen unmittelbar, dass sie nicht da- 
durch mit sich selbst in umgekehrter Richtung in Deekung gebracht werden 
könnte, dass man sie auf der Fläche um einen ihrer Punkte dreht. Eine 
so beschaffene Linie würde, wenn sie um zwei auf ihr liegende Gegen- 
punkte gedreht würde, die Fläche beschreiben, sie würde also durch «die 
zwei Gegenpunkte halbiert; würde sie überhaupt um zwei beliebige ihrer 
Punkte gedreht, so müssten ihre Punkte Kreise beschreiben, welche die 
gegebene Hauptfläche nieht schneiden, sondern berühren. 

14) Lehrsatz. Durch eine gekrümmte Hauptlinie können höchstens 
zwei Hauptflächen gehen, die einander eongruent sind. 

Beweis. Wenn man auf .der gegebenen Hauptlinie ACB, durch 
welche die Hauptfläche & geht, zwei Punkte, die nicht Gegenpunkte sind, 
festhält, so kann die @ keine anderen Lagen mehr einnehmen, als diejenigen, 
welche sie bei der Drehung um A und B durchläuft. Die ACB wird dabei 
aus der ursprünglichen Lage der Fläche heraustreten und höchstens einmal 
wieder mit derselben zusammentreffen in ACB. Bezeichnet man die Lage 
der Fläche, die dieser Drehung von ACB nach ACB entspricht, durch «', 
so hat man zwei Hauptflächen, welche die ACB (die der ACB congruent 
ist) gemein haben. Man kann nun die ganze von diesen beiden Flächen 
gebildete Figur so zurückdrehen, dass ACB wieder auf ACB kommt, dann 
hat man zwei Flächen «@ und « (wovon die eine die ursprünglich gegebene 
Lage einnimmt), welche die ACB gemein haben, und es ist leicht einzusehen, 
dass es eine andere Lage der « nicht mehr giebt, für welche dies zutrifft. 
Würde die ACB die « in zwei congruente Theile zerlegen, so erhielte man, 
dem Vorigen zufolge (13) Anm. 2) keine zweite Lage der @, welche durch 
ACB ginge; die beiden Lagen « und «' würden in eine zusammenfallen, 

15) Lehrsatz. Durch zwei Punkte A und B einer Hauptfläche « 
ist immer eine und im Allgemeinen nur eine Hauptlinie von der Art mög- 
lich, dass sie, wenn sie auf der Fläche um einen ihrer Punkte gedreht 
wird, mit sich selbst in umgekehrter Richtung in Deekung gebracht wer- 
den kann. 

Beweis. Ist die Hauptfläche eine Ebene (vgl. 9) Zusatz 1) so 


ergiebt sich der Satz von selbst daraus, dass durch zwei Punkte der- 
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selben immer eine Gerade und nur eine auf der Ebene möglich ist, die 
demnach auch in umgekehrter Richtung mit sich zusammenfallen muss, so- 
bald die beiden Lagen der Geraden zwei Punkte gemein haben. 

Ist die Hauptfläche gekrümmt, so fassen wir zunächst den Fall in’s 
Auge, wo die beiden Punkte keine Gegenpunkte sind. Wird nun die « 
um A und B gedreht, so beschreiben ausser A und B ihre sämmtlichen 
Punkte Kreise, die «& selbst durchläuft verschiedene Lagen «', @", ... welche 
die @ nach verschiedenen Hauptlinien schneiden; eine solche Hauptlinie sei 
ACB und ACB die ihr econgruente. Es sei nun um den einen der Punkte, 
beispielsweise um A, eine Kugelfläche < mit dem Halbmesser AC = AC 
beschrieben, welche die @ nach dem Kreise (z, «) schneidet. Bei der Drehung 
der « um A und B wird auch die (z, «) sich bewegen, und es kann keiner 
ihrer Punkte still stehen; die z selbst bewegt sich, da ihr Mittelpunkt A 
still steht, über sich selbst weg, die Punkte der (z, «) beschreiben Parallel- 
kreise auf der z; die (2, «) selbst beschreibt ein Flächenstück, welches die 
z indessen nicht ganz überdeckt, sondern zu beiden Seiten von Kreislinien 
begrenzt wird, deren Mittelpunkte die beiden auf der z durch den Punkt 
B (nach 12) bestimmten Gegenpunkte sind, welche nicht auf der « liegen 
können, also von dem durch die (z, «) beschriebenen Flächenstücke aus- 
geschlossen sind; diese Kreise berühren die (z, @), und zwar geschehe dies 
in den Punkten O und P. 

Es ist nun klar, dass die @ bei ihrer Bewegung nicht den ganzen 
Raum durchmisst, sondern nur einen Theil und dass ein anderer Theil des 
Raumes, in welchem die durch B auf der < bestimmten Gegenpunkte liegen, 
nicht von ihr durchlaufen wird. Die Grenze des von der « durchmessenen 
Raumes bildet eine (geschlossene oder unbegrenzte) Fläche, welche mit der 
o die Punkte O und P und alle auf ähnliche Art bestimmten Punktepaare 
gemein hat. 

Auf der (z,«) wird durch die Bogen ACB und ACB ein Kreis- 
bogen CC’ abgeschnitten, auf welchem der Punkt O liegen möge (P liegt 
alsdann auf dem Bogen, der CC’ zum Kreise (z, «) ergänzt). Nun sei mit 
dem Halbmesser BO ein Kreis um B beschrieben, der ACB in D und AC’B 
in D° schneidet. Man drehe ferner die Bogen AC und AC um A, bis sie 
in O zusammentreffen, und ebenso die Bogen BD und BD‘, bis sie gleich- 
falls in O0 zusammentreffen; alsdann bilden die drei Bogen AO, BO und 
AB auf der einen und die gleichnamigen auf der anderen Seite zwei dreieck- 








Schmidt, geometrische Untersuchungen. 129 


u 


artige Figuren. Man kann nun, indess die Punkte A, O0, B still stehen, 
zunächst die beiden Bogen AO, dann die beiden Bogen BO und endlich 
die beiden Bogen AB auf einander bringen, alsdann fällt auch C auf €, 
D auf D’ und es leuchtet ein, dass nun auch der Bogen OC auf 0C' muss 
gebracht werden können, dass also beide congruent sind; ebenso wird ge- 
zeigt, dass die Bogen PC und PC’ eongruent sind, dass also der Kreis (z, «) 
durch die Punkte O0, P in zwei congruente Theile zerlegt wird. Dasselbe 
gilt von allen um A und ebenso von allen um B beschriebenen Kreisen 
auf der «, auf jedem derselben liegen zwei Berührungspunkte der Fläche « 
und der durch die Umdrehung der « entstandenen Fläche, und diese beiden 
Punkte halbieren den Kreis. 

Es ist weiterhin leicht einzusehen, dass diese Punkte 0, P eine Linie 
erfüllen müssen. Denkt man sich nämlich um A in steter Aufeinanderfolge 
die Kreise (z, «) beschrieben und auf ihnen die Punktepaare 0, P bestimmt, 
so könnte eine Unterbrechung des Berührungsgebildes, das wir so erhalten, 
nur dadurch entstehen, dass zwei getrennt liegende Berührungspunkte dem- 
selben Kreise angehören würden. Das kann aber nicht sein, es sei denn, 
dass diese Punkte Halbierungspunkte des Kreises wären; in diesem Falle 
aber hat man wieder zwischen ihnen die Folge der Berührungspunkte, die 
sich auf den von diesem Kreise umschlossenen kleineren Kreisen bestimmen 
lassen. 

Wird ferner um O mit dem Halbmesser OC=0C ein Kreis be- 
schrieben, der von jener Berührungslinie mindestens in zwei Punkten R 
und S geschnitten werden muss, so beschreibe man um B mit dem Halb- 
messer BR oder BS einen Kreisbogen, der die ACB und ACB in E und 
E' schneidet; wenn man nun OC und OC' so dreht, dass C und C in R 
oder S zusammentreffen und ebenso BE und BE‘, so lässt sich ganz auf 
dieselbe Weise wie oben zeigen, dass A und S Halbierungspunkte der Kreis- 
bogen sind, in welche der um O beschriebene Kreis durch € und €’ zer- 
legt wird, dass also dieser Kreis durch die Punkte $ und $ halbiert wird. 
Nun aber können wir die Hauptlinien ACB und AC’B nach Belieben wählen 
(so weit man noch Schnittkreise bei der Drehung der « um A und B er- 
hält), so dass also CC’ und damit OC = 0C' innerhalb dieser Grenzen be- 
liebig gross oder klein wird. Demnach werden auch alle um O beschrie- 
benen Kreise durch jene Berührungslinie halbiert, man kann also die letztere 
so auf sich selbst legen, dass A auf O0 kommt, wobei sie in Deckung mit 
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sich bleibt. Da wir endlich auch O in. ganz beliebiger Entfernung von A 
nehmen können, so folgt, dass jene Berührungslinie, die durch die Punkte- 
paare O0, P gebildet wird, in der That die Eigenschaft haben muss, dass 
sie in sich selbst verschoben werden kann. 

Aus 13) Anm, 2 folgt endlich, dass diese Linie mit sich selbst in 
umgekehrter Richtung in Deckung gebracht werden kann. 

Ist endlich die gegebene Hauptfläche geschlossen und sind die Punkte 
A und B Gegenpunkte auf ihr, so wähle man einen beliebigen dritten 
Punkt C und lege durch A und C dem Vorigen zufolge eine Hauptlinie, 
welche durch Drehung auf der Fläche um einen ihrer Punkte mit sich in 
umgekehrter Richtung in Deekung gebracht werden kann; dieselbe wird 
nach 13) Anm. 2 auch durch B gehen. In diesem Falle ist aber nicht bloss 
eine Linie von der verlangten Beschaffenheit möglich, sondern beliebig viele, 
da man © beliebig wählen kann. 

Anm. Erklärung. Eine Hauptlinie der vorgedachten Art nenne ich 
Constructionslinie oder Richtlinie. Es ist klar, dass sie sich vor allen anderen 
Hauptlinien einer Hauptfläche dazu eignet, Constructionen irgend welcher 
Art auf der Fläche vorzunehmen, Flächengebilde mit einander zu ver- 
gleichen u. s. w., da sie durch zwei Punkte auf der Fläche unzweideutig 
bestimmt ist. 

Zusatz. Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, dass auf jeder ge- 
krümmten Hauptfläche durch drei Punkte immer eine Hauptlinie möglich 
ist. Denn zwei der Punkte sind jedenfalls nicht Gegenpunkte zu einander; 
dreht man also um diese die Fläche, so beschreibt der dritte Punkt einen 
Kreis, der die Fläche entweder berührt oder in einem zweiten Punkte schneidet. 
Im ersten Falle geht durch die drei Punkte eine Richtlinie, im zweiten er- 
hält man durch den zweiten Schnittpunkt jenes Kreises eine Hauptlinie, 
welcher die verlangte congruent ist. 

Anmerkung. Die einfachen Sätze über Congruenz bzw. Symmetrie 
zweier durch Richtlinien gebildeten Figuren einer Hauptfläche, den Begriff 
von Winkeln u. s. w. können wir auf Grund des Bisherigen im Folgenden 
ohne weiteres voraussetzen. 

16) Lehrsatz. Durch zwei Kreise a und 5b, die zwei Punkte A und 
B gemein haben, ist immer eine Hauptfläche bestimmt und nur eine, die 
nämlich dadurch entsteht, dass man den einen der Kreise in sich selbst 
verschiebt, wobei der andere die Fläche beschreibt. 
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Beweis. Wenn man den einen der Kreise, a, in sieh selbst ver- 
schiebt, so beschreiben die Punkte des anderen parallele Kreise, und zwar 
treffen diese den Kreis 5 je in zwei Punkten (ausgenommen zwei, die den 
Kreis b berühren). Um dies einzusehen, stellen wir folgende Erwägungen 
an. Wir können annehmen, dass von den Hauptflächen, deren Sehnittlinien 
die Kreise «a und 5 sind, je eine eine Kugelfläche ist: denn bestimmt man 
nach 12) Zusatz 3 auf einer der Hauptflächen, deren Schnittlinie z. B. der 
Kreis a ist, den Mittelpunkt dieses Kreises, so kann man um diesen eine 
Kugelfläche beschreiben, die jene Hauptfläche nach dem Kreise a schneidet; 
ebenso ist es beim Kreise b. Diese Kugelflächen heissen « bzw. 9. Die 
o hat mit der £ zwei Punkte, A und B, gemein, schneidet sie also nach 
dem Kreise («, £), der wiederum den Kreis b in A und B schneidet (fielen 
die Kreise («, $) und 5b in einen zusammen, so läge b auf der Kugelfläche 
a wie Kreis a, d. h. « wäre die Hauptfläche, die durch die Kreise « und 
b ginge, und nach Satz 9) kann keine zweite Hauptfläche durch diese beiden 
Kreise gehen). Es sei nun O auf der Kugelfläche % der Mittelpunkt des 
Kreises db, P der Mittelpunkt des Kreises («, ?), es seien ferner die Richt- 
linien OP, 0A, OB, PA, PB gezogen, so sind die Dreiecke OAP und OBP 
symmetrisch und die Kreisbogen OAP und OBP congruent. Daraus folgt 
weiterhin, wenn R und S die Schnittpunkte des Kreises 5 mit der Richt- 
linie OP sind, dass RA = RB und dass, wenn nun ein beliebiger Parallelkreis 
zu («@, P) auf der 5 beschrieben wird, der den Kreis 5 in den Punkten A’ 
und B trifft, RA’ = RB und AA’ = BB’. Kine Parallelfläche zur Kugel- 
fläche « schneidet also auf dem Kreise b Strecken ab AA = BB. Ganz 
dasselbe ist aber auch der Fall für die Parallellläche zu der Hauptfläche «', 
deren Sehnittlinie mit der Kugelfläche « der Kreis «a ist; denn die @ schneidet 
die Kugelfläche 5 ebenfalls nach einem durch die Punkte A und BD gehen- 
den Kreise und man erhält nun eine ähnliche Figur wie vorhin. Jene beiden 
Parallelflächen zu « und « schneiden sich aber offenbar in einer Linie, 
die der Schnittliniie von «@ und «, nämlich dem Kreise a parallel ist und 
die, wie wir sahen, durch die Punkte A’ und B’ geht, welche den Parallel- 
flächen zu « und « gemein sind. 

Die Fläche nun, welche der Kreis b beschreibt, wenn man den Kreis «a 
in sich selbst verschiebt, lässt sich, wie leicht einzusehen, längs der a in 
sich verschieben, ohne dass sie mit sich ausser Deckung kommt. Nun 
behaupte ich, dass dies auch längs der Linie 5 geschehen kann. Denn 
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wäre dies nicht der Fall, so würde sie einen Raum beschreiben und zwar, 
bis sie wieder in die alte Lage zurückgekehrt ist, einen ringförmigen Körper; 
aber indem man die so entstandene Figur wieder längs der « bewegt, würde 
der Ring sich verbreitern und man erhielte schliesslich statt der Fläche 
einen Körper, der zwischen zwei Flächen eingeschlossen wäre, von welchen 
keine mit der anderen einen Punkt und noch weniger eine Linie gemein 
haben könnte und von denen jede nach zwei Richtungen längs der «a und 
längs der b über sich selbst wegverschoben werden könnte. Aber anderer- 
seits müssten, nach dem oben Bewiesenen, nothwendig diese beiden sowohl 
durch den Kreis a als durch den Kreis 5 gehen. Es muss also die von 
Kreis b beschriebene Fläche auch längs dem Kreise b über sich selbst weg- 
verschoben werden können, ohne mit sich ausser Deckung zu kommen, 
d. h. auf beide Arten, ob man den Kreis a oder den Kreis 5b in sich ver- 
schiebt, erhält man durch die Bewegung des anderen Kreises 5 oder a eine 
und dieselbe Fläche. 

Es folgt aber weiterhin, dass die von b beschriebene Fläche ganz 
beliebig über sich selbst wegbewegt werden kann, ohne ausser Deckung 
mit sich zu kommen; denn beispielsweise lässt sich das von der b umgrenzte 
Flächenstück (die Kreisfläche 5) dadurch, dass man die Fläche entlang 
der a, dann entlang der ursprünglichen Lage 5b, dann wieder entlang der 
ursprünglichen Lage der a u. s. w. fortbewegt, an jeden beliebigen Ort 
der Fläche bringen, und indem man nanmehr noch die Kreisfläche 5 entlang 
ihrer Grenze verschiebt, findet man, dass die durch die Kreise « und 5 
bestimmte Fläche so über sich selbst wegbewegt werden kann, dass nicht 
nur einer ihrer Punkte, sondern auch irgend ein auf ihr angenommenes 
Gebilde irgend eine beliebige andere Lage erhält d. h. diese Fläche kann 
ganz beliebig über sich selbst wegbewegt werden, ohne mit sich ausser 
Deckung zu kommen. 

Anmerkung 1). >tatt zweier Kreise, die zwei Punkte gemein haben, 
genügt auch ein Kreis « und ein Punkt A ausserhalb des Kreises. Denn 
man kann um A eine Kugelfläche beschreiben, welche den Kreis a ent- 
weder schneidet oder ganz in sich enthält. In jedem Falle giebt es dann 
auf a zwei Punkte B und ©, die zugleich auf der Kugelfläche liegen. Be- 
schreibt man nun um B und € mit den Halbmessern BA und CA Kugel- 
flächen, so schneiden sich diese in einem Kreise, der wiederum von der um 
A beschriebenen Kugelfläche in zwei Punkten O und 0’ geschnitten wird. Eine 
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um O mit den Halbmessern 0A = OB = OC beschriebene Kugelfläche geht 
nunmehr durch die drei Punkte A, B und ©, es kann also durch diese drei 
Punkte ein Kreis gelegt werden (15) Zus. 1), der mit dem gegebenen Kreise 
die zwei Punkte B und C gemein hat. 

Anmerkung 2). Bestimmt man auf einer Kugelfläche « einen Haupt- 
kreis « und beschreibt um einen beliebigen Punkt desselben eine zweite 
Kugelfläche /, die durch den Mittelpunkt der « geht und die jenen Haupt- 
kreis in zwei Punkten treffen wird, so ist durch diese zwei Punkte und den 
Mittelpunkt der « auf der 5 ein Kreis bestimmt, der mit dem Kreise « zwei 
Punkte gemein hat. Durch diese zwei Kreise ist eine Hauptfläche bestimmt, 
welche nichts anderes sein kann, als eine Ebene, da drei Punkte auf ihr so 
liegen, dass wenn man den Raum um zwei derselben dreht, der dritte still 
steht (nämlich der Mittelpunkt der « und zwei auf dem Kreise a liegende 
Gegenpunkte der «). 

Anmerkung 3). Die Ebene ist übrigens schon durch drei Punkte 
bestimmt, die nicht auf einer und derselben Geraden liegen. Sind nämlich 
A, B, C drei solche Punkte, so beschreibe man um A eine Kugeltläche, 
die durch 5 geht, bestimme auf dieser die zu C gehörigen Gegenpunkte 
(nach 12) und lege durch diese einen Hauptkreis. Dann kann man fort- 
fahren wie in Anm. 1. Durch drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, 
kann also immer eine und nur eine Ebene gelegt werden. Was also in 
Satz 9) Zusatz 1 hypothetisch von der Ebene und der Geraden bemerkt 
wurde, erhält jetzt volle Gültigkeit. Durch zwei Punkte im Raume ist immer 
eine und nur eine Gerade möglich, und dureh beliebige zwei Punkte einer 
Ebene lässt sich immer eine Gerade legen, die ganz in der Ebene liegt. 
Dies sind die beiden Axiome von der Geraden und von der Ebene. 

17) Lehrsatz. Wenn von zwei parallelen Hauptflächen « und 7 die 
eine, «, geschlossen ist, so ist es auch die andere; ist die erstere unbegrenzt, 
so ist es auch die zweite. 

Beweis. Ist die @ geschlossen und beschreibt man um irgend einen 
von ihr ausgeschlossenen Punkt B, durch welchen die 5 gehen soll, eine 
Kugelfläche, welche die « von aussen in A berührt, legt sodann durch A 
auf der « eine beliebige Richtlinie, so kann man jene Kugelfläche auf 
dieser Richtlinie gleiten lassen, wobei der Gegenpunkt von A (auf der Kugel- 
fläche um DB genommen) offenbar eine in sich selbst verschiebbare Haupt- 
linie beschreibt, welche die Richtlinie für eine neue, nothwendig geschlossene, 
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der « parallele Hauptfläche sein muss, die den Punkt B einschliesst. 
Dann muss die durch B gehende Parallelfläche zur « natürlich auch ge- 
schlossen sein. 

Ist die eine der Hauptflächen unbegrenzt, so ist es auch die andere; 
denn wäre diese geschlossen, so wäre es auch jene. 

15) Erklärung. Wird auf einer gekrümmten Hauptfläche ein Kreis 
beschrieben und durch diesen eine Ebene gelegt, so wird letztere durch 
den Kreis in zwei Theile zerlegt, deren einer eine Kreisfläche, der andere 
nach allen Seiten ins Unbegrenzte ausgedehnt ist. Diese beiden Theile 
liegen zu verschiedenen Seiten der gekrümmten Hauptfläche. Nun soll die- 
jenige Seite der letzteren, welche der ebenen Kreisfläche zugekehrt ist, die 
coneave, die andere die convexe Seite heissen. (Von zwei concentrischen 
Kugelllächen wendet die äussere der inneren die concave und die innere 
der äusseren die convexe Seite zu.) 

Anmerkung. Erklärung. Von zwei parallelen gekrümmten Haupt- 
flächen wende die eine, beispielsweise die 9, der anderen « die convexe, 
o der ? die concave Seite zu. Es soll nun « die äussere, 5 die innere der 
beiden Hauptflächen heissen. 

19) Lehrsatz. Zwei parallele Hauptflächen, die gekrümmt sind, 
können einander nieht congruent sein. 

Beweis. Sind die beiden Flächen geschlossen, so erhellt der Satz 
von selbst. Wären aber zwei unbegrenzte gekrümmte Hauptflächen, die 
parallel sind, einander congruent, so könnte man die eine, äussere, @, so 
auf die 5 (die innere) bringen, dass sie ganz mit ihr zusammenfällt. Denkt 
man aber den zwischen @ und 5 enthaltenen Raum mit der @« bewegt (denkt 
man die Flächen & und ? in fester Verbindung mit einander), so wird durch 
die neue Lage der 9 eine dritte Fläche y bestimmt, die der «@ und 5 con- 
gruent und parallel ist. Ebenso kann man weitere Flächen d, & ... be- 
stimmen, die alle unter einander und der « und 5 parallel und congruent 
sein müssen, wobei zugleich die Räume «ß, ßy, yd, de ... einander con- 
sruent sind. Nun wähle man auf der « zwei Punkte A und B nach Be- 
lieben, so kann man die « um A und B so drehen, dass sie die # schneidet, 
was nach einer gekrümmten Hauptlinie geschehen muss. Da aber « und 
ß eongruent sind, so kann man auch die « so auf die $ bringen, dass jene 
Sehnittlinie beider wieder auf sich selbst (in umgekehrter Richtung) fällt. 
Durch die Lage von A und B werden sodann auf der $ zwei Punkte A’ 








Schmidt, geometrische Untersuchungen. 135 


und B’ bestimmt, die offenbar zu jener Schnittlinie auf der 3 ganz dieselbe 
Lage haben, wie die Punkte A und B zu derselben Schnittlinie auf der «. 
Dreht man um diese Punkte A’ und B’ die % ebenso weit nach der y hin, 
wie vorher die « nach der f, so schneidet die % die y nach derselben 
Hauptlinie, nach welcher sie selbst von der « geschnitten wurde. Denkt 
man aber die « als fest mit der $ verbunden bei dieser Drehung mitgeführt, 
so erhielte man drei (und bei Fortsetzung des Verfahrens beliebig viele) 
eongruente gekrümmte Hauptflächen, die alle durch eine und dieselbe ge- 
krümmte Hauptlinie gehen würden, was nach Satz 14) unmöglich ist. 

Anmerkung. Wenn dieser Beweis als zutreffend erachtet wird, so ist 
in dem vorstehenden Satze, und zwar, wie ich beifügen möchte, unabhängig 
von den beiden anderen Axiomen der Geometrie ein Aequivalent enthalten 
für das dritte Axiom der Euklidischen Geometrie, für das Parallelenaxiom. 
Denn die sogenannte imaginäre Geometrie, welche, im Gegensatze zu dem 
Axiom des Euklid, von der Annahme ausgeht, dass die Winkelsumme im 
ebenen Dreieck kleiner als zwei Rechte ist, gelangt bekanntlich zu einer 
unbegrenzten, gekrümmten Hauptfläche, der sogenannten Grenzfläche, deren 
Parallelflächen mit ihr und unter einander eongruent sind. Wendet man 
auf diese das Verfahren an, auf welches wir den obigen Beweis gegründet 
haben, so würde man mehrere Grenzflächen erhalten, die alle durch eine 
und dieselbe gekrümmte Linie gingen. Lässt man die parallelen Grenz- 
flächen «, ß, y, d ... einander näher rücken, wobei die Räume «/, Py, 
yd ... stets congruent bleiben, so ergiebt sich, indem man schliesslich eine 
stetige Aufeinanderfolge der Flächen «, 5, y ... annimmt, dass jede Grenz- 
fläche um eine in ihr liegende gekrümmte Linie gedreht werden könnte, 
ohne dass diese Linie ihre Lage verändern würde. 

Uebrigens bin ich weit entfernt, der imaginären Geometrie ihre Be- 
rechtigung abzusprechen: sie erhält nur den ihr gebührenden Platz zuge- 
wiesen. Denn während sie nach der bisherigen Auffassung eine Geometrie 
der Ebene war und in gewissem Sinne als Ersatz der Euklidischen Geometrie 
galt, wird sie nunmehr als Geometrie der imaginären Hauptfläche neben die 
(Geometrie der Kugelfläche und die Geometrie der Ebene in ähnlicher Weise 
treten, wie in der Lehre von den Zahlengrössen neben dem Gebiete der 
reellen das Gebiet der imaginären Grössen steht. Wir können nämlich, wenn 
wir eine Fläche annehmen, die alle Eigenschaften einer Hauptfläche hat, für 
welche aber die Winkelsumme eines durch drei Richtlinien (Uonstruetionslinien) 
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gebildeten Dreiecks kleiner als zwei Rechte ist (eine Hauptfläche, die in 
Wirklichkeit gar nicht existirt, also imaginär ist) — wir können, sage ich, 
wenn wir auf dieser Fläche ganz so operiren, als ob sie wirklich existirte, 
ein (reometriesystem entwickeln, das durchaus widerspruchsfrei ist. Lobat- 
schewsky, Bolyai u. A. haben bekanntlich ein solches Geometriesystem ent- 
wickelt, von der Annahme ausgehend, dass es sich dabei um die Ebene 
handle; beide haben in ihrer Entwickelung ferner öfters zu räumlichen 
Constructionen ihre Zuflucht nehmen müssen, so namentlich bei der Ab- 
leitung der Kreisfunetionen und der trigonometrischen Formeln. Ich be- 
halte mir vor, in einem zweiten Abschnitte den Nachweis zu liefern, dass 
Sphärik (einschliesslich der sphärischen Trigonometrie) und Geometrie und 
T'rigonometrie der imaginären Hauptfläche in ihrer ganzen Entwickelung 
unabhängig sind von einander, wie von jeder ebenen und geradlinigen Con- 
struetion. Doch ich habe damit schon vorgegriffen und kehre wieder zu 
unserer bisherigen Entwickelung zurück, die ich noch auf eine kurze 
Strecke verfolgen will, um zu einem Satze zu gelangen, der uns nicht zwingt, 
die imaginäre Geometrie bis zur Grenzfläche zu entwickeln, um dann erst 
den in ihr liegenden Widerspruch aufzudecken. 

20) Lehrsatz. Durch jeden Punkt A einer Hauptfläche « geht eine 
Gerade, Axe genannt, um welche die Fläche derart gedreht werden kann, 
dass sie über sich selbst sich wegbewegt. 

Beweis. Wenn man um den gegebenen Punkt A eine Kugelfläche 
beschreibt, welche die Fläche «@ nach einem Kreise schneidet, und sodann 
den Mittelpunkt dieses Kreises bestimmt, so ist durch den Mittelpunkt dieses 
Kreises und den Punkt A eine Gerade bestimmt von der verlangten Be- 
schaffenheit. 

Anmerkung 1). Die Axe einer Hauptfläche ist auch Axe für deren 
Paralleilächen. Denn es sei «@ Parallelfläche der « und werde in A’ von der 
durch A gehenden Axe der « geschnitten, so wird die « bei der Drehung um 
jene Axe ebenfalls über sich selbst weg um A’ sich bewegen, weil A’ still 
steht und die Schnittlinie der «' mit der um A beschriebenen Kugelfläche auf 
letzterer ein Parallelkreis zu a ist, dessen Mittelpunkt derselbe ist wie 
der für a. 

Anmerkung 2). Wenn man von zwei parallelen Hauptflächen die 
eine, etwa die innere, ?, so durch den Raum bewegt, dass eine ihrer Axen 
in sich selbst sich verschiebt, so wird sie die andere, «, zuerst berühren 
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und dann durchdringen, nämlich der Reihe nach sie nach Kreisen durch- 
schneiden, die alle einander parallel sind und deren Mittelpunkte auf der 9 
bezw. auf der « die Punkte B und A sind, in welchen die beiden Flächen 
von der Axe geschnitten werden. Und zwar wendet alsdann die Kreisfläche, 
die durch diesen Kreis auf der $ (welche anfänglich die innere der beiden 
Hauptflächen war) begrenzt wird, der auf der « begrenzten ihre concave 
Seite zu, diese jener die convexe. Denn bei der anfänglichen Lage wendet 
die 5 (die innere) der « die convexe Seite zu, nachdem sie aber mit einem 
Stück (der Kreisfläche mit dem Mittelpunkte B) auf die andere Seite der « 
getreten, muss sich für dieses Stück das Verhältniss umkehren. Sind ins- 
besondere beide Hauptflächen unbegrenzt und gekrümmt, so kann man mit 
der inneren die äussere nach einem beliebigen Kreise schneiden. 

Anmerkung 3). Jede geschlossene Hauptfläche ist eine Kugelfläche. 
Denn bestimmt man auf ihr zwei Gegenpunkte und legt durch diese eine 
beliebige Ebene, so schneidet letztere die Hauptfläche nach einem Kreise, 
der Richtlinie für dieselbe ist. Bestimmt man auf den beiden Kreisflächen, 
in welche die gegebene Hauptfläche durch diese Richtlinie zerlegt wird, 
die Mittelpunkte derselben, die wiederum Gegenpunkte sind, und legt durch 
diese zwei Punkte eine Gerade, so schneidet letztere jene Ebene in einem 
Punkte, der für die gegebene Hauptfläche Mittelpunkt sein muss, da durch 
ihn keine Hauptfläche gehen kann, die parallel zur gegebenen ist. Man 
erhält diesen Mittelpunkt auch einfach als den Schnittpunkt von drei 
Ebenen, die durch drei beliebig auf der Hauptfläche angenommene Richt- 
linien gelegt werden. 

21) Lehrsatz. Es giebt nur eine Art unbegrenzter Hauptflächen, näm- 
lich die Ebene. 

Beweis. Gäbe es eine Hauptfläche «, welche unbegrenzt und ge- 
krümmt wäre, so könnte man um irgend einen ihrer Punkte eine Kugel- 
fläche £# beschreiben, welche sie nach einem Kreise schneiden würde. Durch 
diesen Kreis lege man eine Ebene. Man hat alsdann ausser der Ebene 
zwei Hauptflächen, welche durch jenen Kreis gehen, eine geschlossene 
und eine unbegrenzte «.. Diejenige Seite der Ebene, auf welcher der ge- 
schlossene Theil der unbegrenzten Hauptfläche liegt, heisse die linke, die 
andere die rechte. Wenn man nun zu der unbegrenzten als äusserer eine 
parallele Hauptfläche « als innere annimmt und diese entlang derjenigen 
gemeinsamen Axe, welche durch den Mittelpunkt jenes Kreises geht, fort- 
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bewegt, bis die « die « nach jenem Kreise schneidet, so wird die ge- 
schlossene Kreisfläche der «' ebenfalls links von der Ebene liegen und 
der unbegrenzte Theil der « rechts von der Ebene und zwar auf der con- 
caven Seite des rechts der Ebene liegenden Theiles der @«. Eine weitere 
Parallelfläche zur «, als innere zu «@' genommen und wiederum durch jenen 
Kreis gelegt, wird mit ihrem unbegrenzten Theile auf der concaven Seite 
des unbegrenzten Theiles der «' liegen; dasselbe gilt für weitere Parallel- 
flächen «9, a”, ... Auf der anderen Seite nehme man zur eine 
äussere Parallelfläche 5% an und lege sie durch jenen Kreis in der Weise, 
dass das links von der Ebene fallende Stück auf der concaven Seite der 
P, das andere somit auf der convexen Seite der ? liegt und ähnlich bei 
weiteren Parallelflächen P"?, AD u. s. w. 

So wachsen nun die beiden Systeme, das der unbegrenzten und das 
der geschlossenen Hauptflächen, gewissermassen einander entgegen. Was 
immer nun für ein Punkt rechts der Ebene zwischen den Hauptflächen 
oe’ und 5%, d.h. auf der concaven Seite der ersteren und der convexen 
Seite der letzteren angenommen wird, so lässt sich durch denselben und 
den oben angenommenen Kreis, der den Hauptflächen e, ..., P, ... ge- 
meinsam ist, eine Hauptfläche legen, die entweder geschlossen oder unbe- 
srenzt sein muss. Nun muss aber doch irgendwo eine Grenze zwischen 
beiden Systemen sein: entweder eine unbegrenzte Hauptfläche A von der 
Art, dass jede durch den Kreis gehende Hauptfläche die rechts der Ebene 
auf der eoncaven Seite der A liegt, geschlossen ist, oder eine geschlossene 
Hauptfläche B von der Art, dass jede durch den Kreis gehende Hauptfläche, 
die rechts der Ebene auf der convexen Seite der B liegt, unbegrenzt ist. 
Aber weder das eine noch das andere kann zufolge Satz 20), Anmerkung 2) 
der Fall sein. 

Anmerkung 1). W. Bolyai hat die Bemerkung gemacht, dass, wenn 
drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, immer in eine Kugelfläche 
fallen könnten, das Euklidische Parallelenaxiom damit bewiesen wäre (Ab- 
solute Geometrie nach Johann Bolyai, herausgegeben von Frischauf, Leipzig 
1872 Seite 91). Dieses Axiom W. Bolyais folgt in der That aus unserem 
Satze 21. Denn legt man durch zwei der drei Punkte einen beliebigen 
Kreis, in dessen Ebene der dritte Punkt nicht liegt, so ist durch den Kreis 
und den dritten Punkt immer eine Hauptfläche bestimmt, die keine Ebene 
sein kann, also eine Kugelfläche sein muss. 
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Anmerkung 2). Ebenso wie es nur eine unbegrenzte Hauptfläche 
giebt, nämlich die Ebene, giebt es auch nur eine unbegrenzte Hauptlinie, näm- 
lich die Gerade. Denn nach Anmerkung 1) liesse sich durch eine unbe- 
grenzte Hauptiinie, die gekrümmt wäre, da beliebige drei ihrer Punkte nicht 
auf einer Geraden liegen, eine Kugelfläche legen; aber auf einer solchen 
kann keine unbegrenzte Hauptlinie liegen. Die Parallellinie zu einer Ge- 
raden ist also wieder eine Gerade. 

22) Lehrsatz. Sind auf einer Ebene zwei parallele Gerade gegeben, 
die von einer dritten Geraden geschnitten werden, so sind die beiden inneren 
Winkel zu verschiedenen Seiten der schneidenden einander gleich. 

Beweis. Die parallelen Geraden a und b werden von der AB in 
den Punkten A und B geschnitten. Bestimmt man den Halbierungspunkt € 
der AB und legt durch C eine dritte Gerade ec, parallel den beiden « und 
b, so kann man um den Punkt € die ganze Ebene über sich selbst weg- 
drehen, bis die Gerade ce mit sich in umgekehrter Richtung zusammenfällt: 
dann fällt auch die AB in umgekehrter Richtung mit sich zusammen, und 
zwar fällt B auf A, A auf B; mithin muss die 5 in die anfängliche Lage 
der a und a in diejenige der 5 kommen, da zu einer Geraden durch einen 
Punkt ausser ihr nur eine Parallele möglich ist. Hieraus folgt aber die 
Gleichheit jener Winkel. 

23) Lehrsatz. Die Winkelsumme im ebenen, geradlinigen Dreieck ist 
gleich zwei Rechten. 

Beweis folgt unmittelbar aus Satz 22) auf dieselbe Art wie der Satz 
in der Euklidischen Geometrie bewiesen wird. 














Der Flächensatz bei der Bewegung auf abwickelbaren 
Flächen. 


(Von Herrn J. N. Hazzidakis in Athen.) 





Der bekannte Flächensatz bei der Centralbewegung lässt sich mit 
einer kleinen Modifieation für andere Bewegungen erweitern. Wenn näm- 
lich die die Fläche beschreibende Gerade nicht von einem festen Punkte 
ausgehen, sondern allgemeiner zu einer gegebenen Curve (mag sie eben 
oder Raumeurve sein) tangential bleiben, also eine abwickelbare Fläche er- 
zeugen soll, so ergiebt sich als nothwendige Bedingung für die Proportiona- 
lität der beschriebenen Fläche zur Zeit folgende: 

„Die Componente der Kraft nach der in der Tangentialebene der 
abwickelbaren Fläche errichteten Normale auf die beschreibende Gerade 
muss umgekehrt proportional der vierten Potenz dieser Geraden und direct 
proportional dem ersten Krümmungsradius der Berührungseurve sein.“ 

Diese Bedingung ist auch hinreichend, wenn nur die Anfangsge- 
schwindigkeit des beweglichen Punktes gehörig bestimmt wird. 


Es sei M(z,, yı, 3,) ein beliebiger Punkt einer abwickelbaren Fläche 
und /(z, y, 3) der ihm entsprechende Punkt der Wendecurve. Ferner 
sei o der Abstand /M und «, 5, y die Richtungseosinus der Geraden IM, 
welche die Wendeceurve im Punkte / berührt: dann ist 


f 





2°, = 7-00, 
(1.) \Yı = y+PB, 
3, = 3-70. 


Bewegt sich nun der Punkt M auf der Fläche in irgend einer Weise, so ist 
de, = de+oado+ode, 
dy, = dy+Pdo+od), 
dz, = ds+ydo+ody. 
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Es ist aber de =$do, d?=ndo, dy ={do, worin do den Contingenzwinkel 
der Wendecurve und &, n, & die Richtungscosinus ihrer Hauptnormale 
im Punkte / bedeuten, folglich kann man die Gleichungen (2.) auch so 
schreiben 

(de, = a(ds+do)+0ofdo, 

(3) dy, = B(ds+dg)+gndo, 

dz, = y(ds+do)+0o&d». 

Differentiirt man diese Gleichungen noch einmal und beachtet die Relationen 


\ 





ds = —ado-+Adı, 
dn = —Pdo-+udr, 
di = —ydo-+rvdr, 
welche zwischen den neun Cosinus der drei Hauptrichtungen jeder Curve 


bestehen, so findet man 
d’z, = Au+B5+Ch, 


(4.) d’y, = AP+Bn+Cu, 
d’z, = Ay+BS+Crv, 





wo zur Abkürzung gesetzt ist 


A = ds+do—odo’, 
(3.) B = dods+2dodo-+od’o, 
C = ododı. 





Dividiren wir die Gleichungen (2.) durch dt’, so erhalten wir die Compo- 
nenten X, Y, Z der Kraft, welche die Bewegung des Punktes M auf der 
Fläche hervorbringt (seine Masse ist gleich 1 angenommen). Will man 
die Componenten dieser Kraft nach den drei Hauptrichtungen der Wende- 
curve im Punkte / haben, so sieht man leicht, dass sie durch die Formeln 


- ” A . ” ry\W 
(5.) gegeben werden, und zwar ist —; die Componente nach der Tangente 


di 
B \ C a i 
IM, —: die nach der Hauptnormale und jpg (die nach der Binormale. 
Diese drei Componenten der Kraft werde ich mit I, 3, & bezeichnen, so dass 
No d’s L d’o a do ) 
u ee '\u7° 
do ds do do d’c 
6. B= — — +2 —. Wehe 
(6.) Par ke 207 er ad dar 
eu do dr 
| re? 
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Die zwei ersten Componenten Y, B geben eine Resultante T, welche in 
der Tangentialebene der Fläche liegt, die dritte & steht darauf senkrecht 
und ist der Zwang oder der Widerstand der Fläche. Es ist nun zu be- 
merken, dass die Componenten VW, DB (also auch T) und die Geschwindig- 
keit oe aus Grössen zusammengesetzt werden, die bei Biegung der Fläche 
unverändert bleiben. Es folgt daraus, dass bei beliebiger Biegung oder 
Abwieckelung der Fläche dieselben Componenten W, B dieselbe Bewegung 
des Punktes M auf der Deformationscurve seiner Bahn hervorbringen; nur 
die dritte Componente & ändert sich bei der Biegung und verschwindet, 
wenn sich die Fläche auf einer Ebene ausbreitet. 

Anmerkung. Dass diese Eigenschaft allgemein bei der Biegung jeder 
Fläche gilt, lässt sich aus den Fundamentalgleichungen der Flächen (dieses 
Journal, Bd. 88, S. 68) unmittelbar sehen. 


Ich will nun die Bewegung untersuchen, bei der die von der Ge- 
raden /M beschriebene Fläche proportional zur Zeit ist. 
Bezeichnet man das in der Zeit dt beschriebene Flächenelement mit 
dE, so ist 
dE = 4o’do, 


soll also dE = 4xdt (wo z constant) sein, so muss 


o’do = zdt 
oder 
ash 
9) eu =: 
sein; daraus folgt 
do do , ,d’o 


ni Hr Adler 


Dann wird aber die in der Tangentialebene zur /M senkrecht stehende Com- 


ponente 
do ds 
di di 


ds / do? 
ur ah ei): 


ds u ' ’ > 
und da = der erste Krümmungsradius AR der Wendecurve in / ist, so 


6- 
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haben wir 


B = R( . ), 


und mit Beachtung der Gleichung (7.) lässt sich U in die Form bringen 
(8.) en 


Ü 


> 


d. h.: „Wenn bei der Bewegung des Punktes M auf irgend einer abwickelbaren 
Fläche die von ihm an die Wendecurve gezogene Tangente IM Flächenstücke 
beschreibt, die zur Zeit proportional sind, so ist die zu ihr senkrecht stehende 
und in der Tangentialebene liegende Componente der Kraft der vierten Potenz 
dieser Geraden umgekehrt und dem ersten Krümmungsradius der Wendecurve 
direct proportional.“ 

Und umgekehrt, wird diese Bedingung erfüllt, so lässt sich die An- 
fangsgeschwindigkeit des Punktes M so bestimmen, dass bei der so ent- 
stehenden Bewegung die von der Geraden /M beschriebene Fläche sich 
proportional der Zeit ändert. 


„2 


ry\ . 4 . 7 ® % \ 
In der That, sei B= —,-, dann ist wegen der Gleichung (6.) 
) v4 
»"R do d „de do 4 d’o 
— r 4% - l - 
o' dt dt . dt dt ig di“ 
oder 
„ do 
i a(e: ) 
9.) „ES ER 0 
el — a I 0 di 
Man setze nun zur Abkürzung 
u do 
 — = vw 
N dt #. 


dann lässt sich die Gleichung (9.) schreiben 


l 
R — vv R-+o’ sr 


vv du 
oder 
l 2 
7 —z”)R 19 d(w‘) ba: fl 
2 do 
oder auch 
NER d(w?) 
Een, — ( 
Y er? 


daraus folgt 
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und wenn man die Anfangswerthe von s und w mit mit s, und w, bezeichnet: 


5 ds 
fs 
\ J 9) p) D) ä d 
(10.) vw—x = (w—-z)e “ 
ER “ds 
Nun ist das Integral [ m lange der Punkt M die Wendecurve nicht 


trifft, offenbar stetig und endlich, wenn also der Anfangswerth w, gleich 
z angenommen wird, so bleibt bei der Bewegung immer 
v=x di edo=xdt, 

folglich ist die von der Tangente 9 beschriebene Fläche der Zeit £ pro- 
portional. 

Der Anfangswerth , von w hängt mit der Anfangsgeschwindigkeit o, 
des Punktes M und seine Anfangslage auf folgende Weise zusammen: Man 
kann das unendlich kleine Flächenelement dE, welches in der Zeit dt be- 
schrieben wird, als Dreieck ansehen, dessen Basis ds, und dessen Höhe 
die vom Punkte / auf die Tangente der Bahn gezogene Normale p ist; 
folglich ist 

dE = Ipds, 


und 


an 
Eee 


Y 


dE : 
und da v= 27, gesetzt worden ist, so kommt 


v=p.v also W= Pd 
Man muss also entweder die Constante z in der Formel (8.) gleich dem 
Producte p,v, annehmen, oder (falls z gegeben ist) die Anfangsgeschwindig- 
keit so bestimmen, dass p,%, = wird; dann wird immer y= bleiben (so 
lange der bewegliche Punkt die Wendecurve nicht trifft). 
Es ist noch zu bemerken, dass die Voraussetzung 


o’do = xdt 
für den Widerstand der Fläche folgenden Werth giebt 


r x’ dr x“ R 

I To eT 
er ist also (falls die Proportionalität der Flächen besteht) umgekehrt pro- 
portional dem Kubus des Abstandes oe und direct proportional dem Verhältnisse 


r beider Krümmungsradien der Wendecurve im Berührungspunkte 7. 
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Diese Bedingung ist hinreichend, welche Werthe auch die Anfangs- 
elemente der Bewegung haben mögen, wenn nur die Fläche keine Ebene 
ist, denn aus der Gleichung 


x“ R do dr 


nur Ban war 
folgt, wenn dr von Null verschieden ist, folgende 
o’do = xdt. 


Die Bahn des Punktes M hängt von der Componente A ab: denn 
es ist nach Gleichung (6.) 


d’s d’o do \’ 
Go z hie 
a dt? r dt? o( di ) ı 


und da o’do=zdt ist, so können wir das Differential dt eliminiren; es 
ist zuerst 


ds ds do % 
MH ode R > 
folglich 
R 
ds (5) 
A ; do 
Weiter ist 
1 
dt do 0. do 
und 
1 
d’g a x d = ) 
we 73 0° u 7” u 


Setzen wir diese Werthe in die Gleichung (6.) ein, so erhalten wir 
1? 
3 1 ( 
(11) gear äiaifoh nön 


ae 
o’ | o do’ do J 


Aus dieser Gleichung wird die Componente A gefunden, wenn die Bahn 

gegeben ist, oder wird umgekehrt die Bahn bestimmt, wenn die Com- 

ponente A gegeben wird. Wie wir schon oben bemerkt haben, lässt 

sich diese Gleichung ohne Aenderung auf alle Biegungen der abwickel- 

baren Fläche ausdehnen, also auch auf die Ebene selbst. Wird R=0 vor- 

ausgesetzt (was nur dann eintreten kann, wenn die Fläche eine Ebene oder 
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eine Kegelfläche ist, so geht die Gleichung (11.) in die bekannte Gleichung 
der Gentralbewegung über. 


Um eine Anwendung von der Gleichung (11.) zu geben, wollen wir 
die Kraft aufsuchen, welche erforderlich ist, um den Punkt auf einer Evol- 
vente der gegebenen Wendeceurve zu bewegen. 

Für die Componente X finden wir aus der Gleichung (6.), da jetzt 
s-+o gleich einer Constanten bleibt: 


x“ 
= —-— 
“ 
Für die Componente ® haben wir schon den Werth (8.) gefunden 
„a 
w-2... 
0° 


Die dritte Componente & oder der Widerstand der abwickelbaren Fläche 
hat den Werth 


EEE EEE 

er ee 0’ do 
oder 

= %” R 

EB 

6-54 


worin T den zweiten Krümmungsradius der Wendecurve bedeutet. 

Aus den Werthen der Componenten A und B sieht man leicht, dass 
ihre Resultante F, welche in der Schmiegungsebene der Wendecurve liegt, 
in diesem Falle durch den Krümmungsmittelpunkt dieser Curve hindurch- 
geht: denn es ist 

ER 


I _ 
und das negative Zeichen von W zeigt, dass sie von M nach / gerichtet ist. 
Umgekehrt: Wenn die Projeetion F der Kraft auf die Schmiegungs- 
ebene der Wendecurve sich stets nach dem Krümmungsmittelpunkte der- 
selben richtet und die Bahn eine Evolvente dieser Curve ist, so beschreibt 
die Tangente /M Flächenstücke, welche der Zeit £ proportional sind, denn 
aus den Gleichungen 


A 
s+o= const. und "7 


folgt 


d’s d’o 
Fr "he 
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und nach den Gleichungen (6.) 


( . 00 ‘ 
Y = ds 1 er ) 
" (=-0(4 di rn); ud * oe Mi 


folglich ist wegen der Richtung der Kraft F 


do’ ale’ a ) do do 


I u Krrkege Ferrari ee 


oder (weil R= 4 ist) 


ale do 
Par: 
dt 
- ), 
di 
folglich 
odo = zdt. 
Ist die Fläche eine Ebene, so schliessen wir folgenden Satz: 
Wenn die Kraft stets durch den zweiten Krümmungsmittelpunkt der 
Bahn hindurchgeht, so beschreibt der erste Krümmungsradius derselben 
Flächen, welche der Zeit proportional sind. 











Ueber die Form des Integrals der Differentialgleichung 


dy _ mtpytRyY’+tp,y° 





— 


de StnY 
(Von Herrn E. Haentzschel.) 








$ 1. 
Die Differentialgleichung 
(1.) dy Bi Ps-tPpıy+Pp,y’+p,yY' 
| de n+AY 


hat die charakteristische Eigenschaft, durch die Transformation 


/ b,+b,z 

(1) a 
wo die p,, 9, b,, e, wohlbestimmte differentiirbare, sonst aber beliebige Func- 
tionen von x sind, ihre Form nicht zu ändern. Demnach muss das allge- 
meine Integral von (l.) dieselbe Eigenschaft haben. Herr Appell (Journal 
de Liouville, 1889) hat die Gleichung (I.) durch die specielle Substitution 





( b—4,3 b 
(2. a En 
ang : mE n+9Y 
in die Gleichung 
dz R i 
(A.) 7 "Ya A,+7,3+Mm,3° 47323 


überzuführen gelehrt, und im besonderen ergiebt die Rechnung, dass rı, = p;bi, 
also für p; = 0 verschwindet. Mit der Integration der besonderen Gleichung 


(Ir) day _ Potpytpy 


de granY 
hängt also diejenige der Gleichung 


/ ds 2 
(11°.) — = 71,3+7,3+n32° 
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aufs innigste zusammen. Nun kann die Gleichung (T‘) dureh die Be- 
ziehungsgleichung 


(3.) y-= ot+0 
in die andere 


di d, 


G were 





transformirt werden, wobei sich die Grössen eg und o als Functionen der 
Üoeffieienten p; und g,; durch eine Quadratur ergeben. Herr Painleve hebt 
in Folge dessen in seiner Preisschrift (Annales de l’Ecole Normale Superieure, 
1591 und 1892) aus der allgemeinen Differentialgleichung (11.) die besondere 
(II‘.) heraus und fügt dazu noch als weiteren Typus von besonderer Art 
diejenigen Fälle der Gleichung (IL), in denen die rn, Uonstanten sind. Aber 
auch dieser zweite Typus lässt sich unter (1I‘.) subsumiren, wenn man in (II.) 


Se 


n,de=dE und 3-23, ={[ 


. ro Br 1, 
setzt, wo z, eine Wurzel der Gleichung: nd Ya —-3+—-=0 bedeutet. 
’E„ 3 ‘ie. 


Das Resultat ist demnach, dass die Gleichungen (I.) sich in zwei Gruppen 
theilen, je nachdem dieselben durch die Transformation (1.) ihre Form be- 
wahren oder durch eine solche in die specielle Form (T*.) übergeführt werden 
können. 


$ 2. 

Mit der Gleichung (I‘.) für constante Werthe der p, und g;, hat sich 
wohl zuerst Jacobi, mit einem anderen einfachen Falle derselben Gleichung 
später Halphen (Comptes Rendus de l’Acad&mie des Sciences, März 1879) 
beschäftigt. Herr Roger Liowille (C. R. 1886 und 1887, Journal de l’Eeole 
Polytechnique 1889 und 1892) stellt darauf Integrabilitätsbedingungen für 
die Gleichung (Il”.) auf. Herr Appell (a. a. ©.) leitet für (1*.) vier integrable 


a. ..* q . » * d . 
Fälle ab, combinirt (I*.) mit der Transformation z = Fe - und zeigt, dass 
a. 


die vier daraus hervorgehenden integrablen Fälle der Gleiehung (Il*.) die 
von Herrn Roger Jiowville aufgefundenen in sich schliessen. Herr Eiliot 
(Annales de l’Ecole Norm. Sup. 1890) knüpft an die Arbeit des Herrn Appell 
an, integrirt (I*.) bei eonstanten Coefficienten und sucht die allgemeine Form 
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des Integrals dieser Gleichung zu ermitteln. Er findet als solehe erstens 


A-+ h, hr . 
( r ; 5 at = C und zweitens (A+y" (Ay (AtN"(Aty" =, 


wo die A, beliebige Funetionen der Abhängigen x, die h, und C Constanten 
bedeuten; jedoch genügt die zweite Form nur, wenn zwei gewisse am ge- 
nannten Orte aufgestellte Bedingungsgleichungen erfüllt sind. An diese 
Arbeit schliesst sich endlich die Dissertation des Herrn @üntsche (Jena 


En 2 d i 
1591) an, der die Gleichung x* nt yty’Hny), wo die z, und 


k Gonstanten sind, integrirt und untersucht, ob etwa das allgemeine Inte- 
gral von (1.) die von Herrn Elliot für (1‘.) ermittelten Formen hat, voraus- 
gesetzt, dass auch C eine Function von z ist; aber er gelangt zu keinem 
entscheidenden Resultat. 

Indem ich mir nun die Aufgabe stelle, die allgemeine Form des In- 
tegrals von (1.) zu ermitteln, knüpfe ich an diese Form die Forderungen, sie 
darf erstens weder trivial sein, noch dürfen zweitens Bedingungsgleichungen 
mit derselben verbunden sein, damit sie (I.) Genüge leistet, das Integral 
darf drittens durch die Transformation (1.) seine Form nicht ändern, das- 
selbe muss viertens die von den Herren Elliot und Güntsche wirklich inte- 
grirten Fälle als Sonderfälle in sich schliessen. 

Wir haben vier Formen gefunden, die das Integral von (1.) anzu- 
nehmen im Stande ist, und unser Resultat wird ausserdem die T'hatsache 
festzustellen erlauben, dass in sämmtlichen oben genannten Untersuchungen 
bisher nur solehe Gleichungen (].) bezw. (IL) integrirt worden sind, die 
durch die Transformation (1.) in Gleichungen von der Form (T’.) bezw. 
(11°.) übergeführt werden können. 


$ 3. 
Wir gehen von dem Ausdrucke aus 
(4.) (th) ler + Ay)" last Psy)"e ee, 
wo die «, ?, und o Functionen von x, die k; und ce Constanten bedeuten. 
Ditferentiiren wir (4.) logarithmisch, so folgt, dass dieser Ausdruck das 
Integral der Gleichung ist: 





i „Sg | 
(5.) tt) = PtmytRy’+py’; 
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wo 

1 = Pıha,03+ Prh,0;0, + Ph; 05, 

Be akt) + ße th)t+iPPrChıt h.), 

= PıßPs(hı+ h2+h;), 

ps = 0 0,0,03+0,0,0,—h, a, 0,03 —N,0,0,0, — N; 030,0,, 

pı = (0, +030,P,+ 0,0, ,)— ha, (0, ;+0;,P,)— he; (a; + 03/9.) 
(6.) —h,o,(0, 9 +%P)—hıPı 2%; hy, 03 —h, 50, ©; 


+0,(0,ßP% H0,9,)+ Po0,@ 


)y 


3; L, 


mn = oA +Pzß; +, Pa) —hıßı (le P3+ 032) — h,/, (0, 9;+03ß}) 


' | 'm 9 m Mm '2 m 


ı 2 I NL ) 
+ Pa +P)+mP, Pr, 


R; 2 m AM m 2 a da | a ya BR) aan 
P3 = om, Pt Bhf Praha Ps Pı sa PıP: 





ist. Wenn daher = ist, so ist der Ausdruck (4.) ein Integral von (I.). 
Dies tritt ein erstens für ,+A,+Ah,=0, zweitens für %, =0, doch ist die 
sich hieran knüpfende Integralform ein besonderer Fall der vorigen, drittens 
für 9%, = 0, was 5» = 0 nach sich zieht, und viertens für 9, = 0, wofür auch 
p=0 ist. Folglich ist 

f 7 ul PR 


a+pAy\u/ra,+ß,y\e -, > da 
(III.) (BFH (HAHN ara 
@, 7 ß, Y a, + ß, Yy 
das Integral von (1.); die Coeffieienten dieser Differentialgleichung sind 


=. O7 


durch (6.) definirt, wenn dort überall 
(1.) h; = —(h+k,) 
gesetzt wird. 
Für #,=0 kann unbeschadet der Allgemeinheit %,= 1 und «= 0 
angenommen werden, daher ist 
fi l f} \A a [Ava 0 
(III®.) (+ y)" (+ Pay)"e = 
das Integral von (1.), wenn 
% = Pıhh»+Prhre,, 
gı = Pıdr(hh+h,), 
! ! ! 
Ps = 70, —h,a,%,—h,0,0,, 


(8.) 


pı = "(+ P)— had — hir —rfr0ı + Poaı la, 
n 2 a y y Q 
P: za/@ PP hf kp + Pr + Pi); 


- 


PB = Pußıß: 
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Nimmt man A,+h,=0 an, so ergiebt sich hieraus, dass 


ee \- 
(II. ray Sy _ 00 
\ ) ( 0,+ß,y ) e ce 


das Integral der Gleichung 
d ’ 
h, (Pe — P,0,) ni = (00,0%,+h,(0,%— 0, @,)) 


(Ü f ! ! ! ! 

9.) +(0 (0, 9,+0,P,)+h (a, — a2 +, —a,ß)+ Pu; )Y 
(A R+h AR h)+rla + P))y’+RBoßıßey' 
ist; für %, = 0 haben wir also das Integral einer Riccatischen Gleichung. 





S.4. 
Sei jetzt ?%,= 0, und nehmen wir dazu «,=1 an, so ist 
_[ tv w 
AV*) (+ By Kate er" = 0er 


das Integral der Gleichung (I’.), wenn 

9, = Prhr0;+P;h,0;, 

qG = Pßskkr+h,), 

(10.) pP, = 00,03 + 0,0, — ,a,0;—h;0350;, 

pı = 0(P;+03;P,) ya —,03,P,— hr 5 + aß + Po, 
p = BA ;Pr+Poße; 

unsere Integralform ist also allgemeiner als die des Herrn Elliot, sie hat 





einen transcendenten Character. 
Unsere Form (IV*.) selbst erscheint nun als ein Sonderfall derjenigen, 
die aus (4.) hervorgeht, wenn man h,+h,+h,=0, also 


(11.) hh = —(h+h;) 


setzt: denn man erhält alsdann 


ha BR MrPoy 


NE Te 


und hat nur %, = zu setzen, um (IV*.) zu bekommen. Die zu (IV.) ge- 
hörigen Coeffieienten von (1.) folgen aus (6.) unter Berücksichtigung von (11.). 

Bezeichnet man die Transformation (1.) als eine /nversion, so ergiebt 
sich ein fundamentaler Unterschied zwischen (IIl’.) und (IV*.); die einfache 
Form (III’), die nicht weiter redueirbar ist, genügt schon (I); die einfache 
Form (IV°.) genügt nur der Gleichung (T’.); die durch Inversion entstehen- 








RORER PIR 





RER 














Po 











Haentzschel, über die Form des Integrals einer speciellen Differentialgleichung. 153 


den Formen (III.) und (IV.) genügen natürlich beide der Gleichung (I.). 
Setzt man in (III): 4, +Ah,=0, so geht (III*.) hervor, welches der Appellschen 
Gleichung (9.) bezw. (III.) genügt, — setzt man in (IV*.) ganz entsprechend: 
h+h;=0, so geht 


y @,+Pß,y \ nf -StER; de 
(IV*) TB Pe ee 
a, P,Y 


hervor, welches nur die Riccatische Gleichung befriedigt. 

In Parallele mit (IV*.) tritt die aus (11I‘.) entspringende Form für 
=: 

(ILI*.) (1 +Py)" (en +Pıy)"” = ce’, 

die, wie (8.) lehrt, der Gleichung (T’.) genügt; durch Inversion entsteht 
daraus die Form des Herrn Güntsche ($ 3 der Dissertation desselben), die 
natürlich einer besonderen Gleichung (I.) genügt, die wieder in (1’.) über- 
geht unter der Annahme o = constans, uns also die erste Elliotsche Form 
liefert. 

Nimmt man ganz allgemein o = constans an, setzt desgleichen /,, 
Ps und f, Constanten gleich und endlich noch %,=0 und «,=1, so ist 
p; in (6.) gleich Null, daher sind 


Leon Bi; da 
(III'.) a Z a, Y 2.4 u. 
3 Try Try 


(IV: (U (StV) rc) 

try a,rY 

Integrale der Gleichung (T‘.), wobei (7.) bez. (11.) berücksichtigt ist; ent- 

nimmt man unter derselben er g, aus (6.) und setzt es gleich 

Null, so gehen die soeben hingeschriebenen Formen in Integrale der 
kiccatischen Gleichung über. 

Aehnlich verhält es sich bei o = constans: «,, &, &, P, gleich Con- 


1 
stanten, „=(0 und y= . 


d, 


AP 


Zwei neue Integralformen, die aber nur auf derselben Stufe stehen 
wie die Form (IV.) erhalten wir, wenn wir von dem Ausdruck ausgehen: 


7 
Ar 


(12.) th" (te 7 = ce, 


Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 2. 20) 
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wo die «,, 5, und o Functionen von x, die h; und ce Constanten bedeuten. 
Differentiiren wir (12.) logarithmisch, so ergiebt sich, dass dieser Ausdruck 
das Integral der Gleichung (5.) ist, wo 


Y% = %(h,P,+hz0,d3)— 0 (aß, —uß3) 

= %PıPs(i+h;)+Pß3(hh; + hz0,P3) Pl; — &ß3) 

q = Pıß3(hi+h;) 

ps = 00,05 —h,0a, 05; —h;030,03+ 0, (0,0,— 0,05) 

(13.) 9 1,03+20'0,0,9;—h, Pıa3—2h, &, 3,9, —h,0;, (0, 9,-+ 0, )—hzß50, 0; 
+0, (+ Buß) + Pr (U — 05) 

p = Fa, +20, Pt; —h,o, 52h, AFP + A); Ah; 

+2; - Bit - rt — Boßz) 

pr = OB B-hPAßsBPıPs+PilPfo—Poß3) 

ist. Wenn daher 9 =0 ist, so ist (12.) ein Integral von (l.). Dies tritt 

ein erstens für (A,+A,)=0, zweitens für %,=0, drittens für %,=0; die beiden 

letzten Annahmen ziehen p, = 0 nach sich. 

Ist y+h,=0, also 


R_ 
l 





(14.) h; - —h, 
so ist 
2 1 ty 
(V.) (ATEE ) e ati — ce’ 
ni a,+P,y 
ein Integral von (l.). Da aber diese Form aus der einfacheren 
(V*,) (+ PB y)" er’ Eu ce’ 


durch Inversion hervorgegangen ist, (V*.) aber, da %,=0, nur der Diffe- 
rentialgleichung (T‘.) genügt, so ist (V.) nur ein Integral einer solchen 
Gleichung (1.), die durch Inversion auf (I‘.) zurückgeführt werden kann; 
sie tritt also in Parallele mit (IV.), und ein gleiches gilt von (VI.), das aus 
(12.) entsteht, wenn man 


setzt. Also 
a, + P,y \» art 
eh I _ E.)g at — ge 
\ ) ( @, +P,y ) 


ist ein Integral von (I.), welches aus der einfacheren Form 


Got Buy 


(VT.) (a+P;y)rertV = ce, 
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die nur (T*.) befriedigt, da %, = ist, durch Inversion entstanden ist. Die 
Integralformen (V.) und (VI.) umfassen im besonderen solche Fälle, wo die 
rechte Seite von (5.), gleich Null gesetzt, also m +pıy+py’+py’ =, 
Doppelwurzeln enthält. 

Nimmt man mit der Differentialgleichung (5.), in der aber , = sei, 
die Appellsche Transformation (2.) vor, indem man g, und g, aus (6.) bez. 
(13.) entnimmt, so erhält man die Appellsche Gleichung (Il.), für welche 
aus (III) bis (VI.) mit Rücksicht auf (2.) die zugehörigen Integralformen 
folgen; ist dann noch rn; = 0, so gehören die letzteren gewissen Riccatischen 
Differentialgleichungen an. 














Note zu der im Bande 83 p. 13 sqq. dieses Journals 
enthaltenen Arbeit: sur quelques proprietes etec.; 


extrait d’une lettre adressee A M. Hermite. 
(Von L. Fuchs.) 





Di. folgende Notiz enthält einige Ausführungen der in meinem an 
Herrn Hermite gerichteten Briefe (d. J. Bd. 83 p. 13sqq.) skizzirten Grund- 
lage der Modulfunetion, wie ich sie in meinen Vorlesungen zu geben pflege. 
Zur Mittheilung derselben werde ich nicht nur durch das allgemeine Inter- 
esse, welches gegenwärtig die Theorie der Modulfunctionen gefunden, ver- 
anlasst, sondern auch weil das von mir angewendete Verfahren einer Ver- 
allgemeinerung fähig ist zur Entscheidung der Frage, wann die durch 
Umkehrung von Quotienten von Integralen linearer Differentialgleichungen 
entstehenden Funectionen eindeutig werden. 

Die oben eitirte Arbeit aus dem 83. Bande dieses Journals werde 
ich der Kürze halber mit dem Zeichen B. eitiren. 


Wie in B. sei 


xg dy 
(1. n,= m — n= MERAN En EREHEEN 
1 FE Yyd- DTEnE | J Yy(y—1)Qu—y) 





und es werde 

N, 
nm 
gesetzt. Wir zerschneiden die Ebene T der complexen Variablen « durch 
einen längs der realen Axe von „= 0 über w„=1 ins Unendliche geführten 
Schnitt, und bezeichnen die so erhaltene «-Ebene mit T’, so wie mit n(”, 
ns die in T gültigen Zweige der Functionen n,, 7, wie sie in B. vermittelst 


2.) H = 











j 
j 
i 
5: 
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der Differentialgleichung 


\ dn 


) lin => ), 


4 


1.12(2u—1)- | 
u ‚ du - 


d 
(3.) 2u(u—-1)— 


welcher n,, 7, genügen, daselbst durch die Relationen (B.), (C.), (E.) definirt 


worden sind. Ferner sei 
(0) 
a Br N; 
(2 .) H, u 7) a 
Die Begrenzung 7’ der T-Ebene besteht aus den beiden Ufern des Schnittes 
(0, 1, oo) und aus einem um «= O beschriebenen unendlich grossen Kreise Rt. 


(8. Fig. 1). 


Figur 1. _T'-Ebene. 











; / \ 
8 ja \ 
/ 
y / \ 
| \ 
nn Be BIETE, 
| ee ne u ne. 
3 En 
| 
\ 
\ 
\ / 
\ | 
\ / 
4 N / 
\ / 
\ / 
i N F 
N X 
N , 
bt 3 1 
nt ah sib-uff 


Wir wollen diese Begrenzung mit Hülfe der Gleichung (2°) auf die 
H-Ebene abbilden. (S. Fig. 2). 
In dem Theile (x,«,1) von 7’ gilt für H, die Gleichung 


(4) 
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wenn wir 
a 1 
(4) A = —[H, W+log-—| 
setzen. (8. B. p. 24 Gl. 3.) 


Von den mehrdeutigen 





























Figur 2. H-Ebene. 1 
Ausdrücken log -, log(u-1) 

2 0 0 " 

4% | und loga in den Gleichun- ' 
—}i ß | gen (1.), (2.), (3.) von B. 
0< G, h p: 24 können wir einen, 
Hi IM z. B. log 2 -,„ willkürlich 
-2i0< 4 | © fixiren, während die beiden 

Be anderen alsdann durch ste- 

Be, tige Fortsetzung von H, in 

EN 6; T' sich von selbst be- 

we stimmen. 

/ ’ ’ 1 
pm— no Es sei daher log—- 


längs (x, o,1) real gewählt, 
so sind A und H, für dieses Intervall ebenfalls real, weil (s. B. p. 16) e;,, 
folglich auch H,(w) für reale Werthe von « real ist. Aus der Gleichung 


ai an EEE a Tal. Luble 
9.) du du  »25; u(u—1) 


Üx1 " 


(s. B. p. 18 Gl. (C.) und p. 20) ergiebt sich, dass - 
positiv ist, weil nach B. p. 16 Gl. (3.) e,, dieselbe Eigenschaft hat. 
Während also a die Bahn (x, «,1) durchwandert, nimmt H, fort- 
während ab. 
Für „=x ist H, ein positiver unendlich grosser Werth, während 
H, für «=1 verschwindet (s. B. p. 23 Gleichung (?.)). 


Es entsprechen sich also die Punkte der Bahnen (x, «,1) von u und 


- längs (x,o,1) stets 


(x, 0) (g in Fig. 2) im positiven Theile der realen H-Aze gegenseitig eindeutig. 
Für den Theil (2,«,1) der realen «-Axe gilt neben der Gleichung 

(4.) auch die Gleichung j 

st 


6. N = ya -Ioga—1) 


(s. B. p. 24 Gl. (2.)). 














EURER NETTE $ 














er 


er 








* 
& 
5 
& 
‘ 








FETTE 














Fuchs, Note zu der Arbeit Band 83. 159 


Da v;, folglich auch H,(a) für reale Werthe von » real ist (s."B. 
p. 16), und da H,, wie oben gezeigt, in dem genannten Intervalle real ist, 
so ergiebt die Gleichung (6.), dass wir längs (2.«.1) den Ausdruck log(»—1) 
real annehmen müssen. Setzen wir log(a—1) längs eines Halbkreises um 
a„=1 von der Strecke (2,«, 1) nach der Strecke (1, %, 0) fort, so wird in 
letzterer Strecke 
(6*.) log(a—1) = (log(l1-w))—ni, 
wo (log(1—-u)) real zu nehmen ist. 
Sei 
(7) B= -[H,(w)+(log(1-u))], 
so ist längs (1, /, 0) 


rı 


(8) H, = 
Nach B p. 23 Gl. (P.) ist für «=0, B=0, und für v=1, B=x. 
Nun ist 


Aa dB a d | Ü: PER L 
".) du duLv, |  all—u)v, 
er Y \ N . l . 
(s. B. p. 17 Gl. (B.), p. 20 Gl. (D.)). Es wird also = zwischen 1 und 0 


positiv bleiben, und daher B ununterbrochen von x bis 0 abnehmen, während 
u die Bahn (1.5.0) beschreibt. 

Aus der Gleichung (8.) ergiebt sich daher, dass H, in der H-Ebene 
einen nach der positiven Seite gelegenen Halbkreis X mit dem Radius 4 
um den Punkt (0, —1) beschreibt, während « die Bahn (1.«.0) durchläuft. 

Die Punkte der Bahnen (1, 5,0) und X entsprechen sich gegenseitig 
eindeutig. 

Für die Bahn (1, %,0) gilt neben (8.) noch die Gleichung 
H,(u)—logu 


SZ = Fl, W—logu] 
(s. B. p. 24 Gl. (11.)). 
Sei 
(10.) H,(w)—logu = al, 
so wird aus der Gleichung (9.): 


Da im reciproken Werthe von H, nach Gl. (8.) der Coeffieient von ö con- 
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stant sein muss, so ist erforderlich, dass logu längs (1, 2,0) real gewählt 
werde. Den Werth von loga längs der Strecke (0,y,1) erhalten wir, in- 
dem wir diese Funetion längs eines um #=0 führenden Kreises von der 
Seite (1,5,0) nach der Seite (0,y,1) fortsetzen, also (logu)—2ni, wo (log«) 
real ist. Demnach ist für die Bahn (0,y, 1) 


i C+2i 
(11.) H, — is ® 
Nun ist 
(H°.) dc Bu K. = d RR RN 1 RER 
\J.) du na du \v, Ber nv’ u(u—]1) 


(s. B. p. 20 Gl. (10.)). 
Da logu auf der Bahn (1,/9,0) real ist, so ist C ebenso wie o,, auf 


i dc n . 
derselben Strecke real. und es ist —- zwischen O0 und 1 fortwährend 


du 
negativ. Nach B. p. 23 Gl. (P.) ist für ,u=0 «=1, also nach Gl. (9*.) 
C=0. Ebenso folgt daraus, dass für „=0 H,=-i, für denselben Werth 


von »C=x. Es nimmt daher C ununterbrochen von © bis 0 ab, während 
a die Strecke (0,y,1) durchläuft. Die Gleichung (11.) lehrt daher, dass 
H, in der H-Ebene einen nach der positiven Seite der realen Axe gelegenen 
Halbkreis M mit dem Radius 4 um den Punkt (0, —) beschreibt, während 
a die Bahn (0, y,1) durchläuft. Die Punkte der Bahnen (0,y,1) und M ent- 
sprechen einander gegenseitig eindeutig. Wenn u die Strecke (1,0, ©) zurück- 
legt, so gilt für H, wieder die Gleichung 


1 1 a 

(Ad ur re Iloo— 1. 
(4°) H, = -— |, W-+log | 
Während längs (x, «, 1), log real war, liefert die Fortsetzung von log. 
längs eines um «= x führenden Kreises von der Seite (w,«,1) nach der Seite 
(1,0, 0) für diese Function längs (1, d, ©) zu dem Werthe (log —)+2ni, wo 

1 . . . 
wiederum (log --) real ist. Die Gleichung (4°.) wird daher nach Glei- 
chung (4*.) 

(4°) en Fan 
rl 

Da nach dem Obigen A real ist und fortwährend wachsend von O bis 


sich bewegt, während « die Bahn (1, d, ») beschreibt, so wird demnach H, 
die im Abstande —2 zur realen H-Axe parallele und nach der positiven 
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Seite derselben bis ins Unendliche verlaufende geradlinige Bahn g’ durch- 
wandern, während x den Weg (1,0, ») beschreibt. 

Die Punkte dieser Bahnen entsprechen sich wiederum gegenseitig 
eindeutig. 

Beschreibt endlich e den Kreis X mit dem unendlich grossen Radius 
R, so durchläuft H, nach Gl. (4°.) eine Bahn, welche durch die Gleichung 

(12.) Hu, = — — {-4log2+2ni—logR— pi) 

dargestellt wird, wenn «= Re®", 

Wenn % von O0 bis 2r geht, so beschreibt H, in unendlich grossem 
4log2-+logR 


st 


eine Parallele A zur lateralen H-Axe, von g’ beginnend und in g endigend. 


positiven Abstande von dem Nullpunkte der H-Ebene, nämlich 


2. 

Wir wollen das von den Linien g, %, WM, g, h abgegrenzte Gebiet 
der H-Ebene mit @, bezeichnen. 

Den Werthen « der T-Ebene, deren Modul sehr gross, entsprechen 
nach den Gleichungen (4°.) und (12.) Werthe H, innerhalb G, in kleinem 
Abstande von A, s. B. p. 24, und es findet zwischen diesen Werthen die 
Gleichung 


(1) 
statt, wo g(g) eine nach positiven ganzen Potenzen von g fortschreitende 
Reihe bedeutet (s. B. p. 25 Gl. (2.)). 

Setzen wir die durch die Gleichung (1.) definirte Function « von 
H in der nach der positiven Seite der realen Axe gelegenen Halbebene 
der Variablen H gemäss der Gleichung 


2: „—nH,_\ ınlo-TH;N 
m 16€ -p(e ) 


] 4,2 
(2) au _ ulu—1)n; 


dH A 


fort, so können wir für einen endlichen, ausserhalb der lateralen Axe ge- 
legenen Werth von H nicht zu einem der Werthe «=0, 1, oo gelangen, 
da gemäss der Gleichung 
N, 
(3.) H= — 
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- 


welehe sich mit der funetionalen Beziehung (2.) deckt, für w=0, u=1 
der Punkt H auf die laterale Axe entfällt, und für „=w der Punkt H 
entweder ebenfalls auf die laterale H-Axe entfällt oder nach der positiven 
Seite der realen Axe ins Unendliche rückt (s. B. p. 23). 

Wir können aber bei der Fortsetzung nach Gl. (2.) für einen end- 
lichen ausserhalb der lateralen Axe gelegenen Werth von H auch nicht zu 
einem von «=(0, 1, » verschiedenen Werth = « gelangen, für den „=. 
Denn da für = « bekamntlich nicht zugleich 7, = 0 sein könnte, so müsste 
für = ce, H unendlich werden. 

Dem Fundamentaltheorem der Theorie der Differentialgleichungen 
zu Folge wird daher u eine eindeutige Function von H in dem ganzen Ge- 
biete der letzteren Variablen sein, welches nach der positiven Seite der realen 
Aze gelegen ist (s. B. p. 26). 

Das Gebiet der Variablen u, welches durch die so definirte Function 
u von H als Abbildung des Gebietes G, hergeleitet wird bedeckt die ganze 
T - Ebene. 

Denn wäre ein Theil U der T-Ebene von dieser Abbildung aus- 
geschlossen, so könnte seine Begrenzung /' nicht Punkten des Inneren von 
G@, entsprechen, weil in der Umgebung jeder Stelle H, im Inneren von @, 
die Function « eindeutig, endlich und stetig ist, also der Umgebung von 
H,=H, die volle Umgebung des entsprechenden Punktes u=w ent- 
sprechen würde. 

Wegen der Eindeutigkeit der Function « von H in @, kann aber u 
für eine Stelle H’ auf g, &, M, g’ nur zu dem einen Werthe «' resp. der 
Theile (»,«,1), (1,?,0), (0,7,1), (1,d, 0) der realen Axe gelangen, welcher 
bei der obigen Construction des Gebietes @, den Werth 4, lieferte. Für 
Punkte H, auf A müsste aber « unendlich gross sein. Demnach müsste 
die Begrenzung Z' von U, so weit sie sich im Endlichen befindet, aus Theilen 
der realen #«-Axe bestehen. Da aber die Coefficienten der Reihen H,(w), 
H,(w), H_(u) real sind, so ergeben die Gleichungen (4.) und (4‘.) vor. No., 
dass in der Nähe des Theiles (1,0) der realen u-Axe zu beiden Seiten die 
zugehörigen Werthe H, im Inneren von @,, und zwar resp. von g und g 
gelegen sind. Ebenso ergeben die Gleichungen (8.) und (11.) voriger No., 
dass in der Nähe des Theiles (01) der realen «-Axe zu beiden Seiten die 
zugehörigen Werthe von H, im Inneren von G, resp. an %, WM gelegen sind. 
Demnach kann es kein Gebiet U der Variablen « geben, welches 
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bei der Abbildung von @, vermittelst der eindeutigen Funetion « von H aus- 
geschlossen ist. 

Die Abbildung des Gebietes @, vermittelst der Function u von H auf 
die u-Ebene bedeckt dieselbe nur einfach. 

Dieses folgt daraus, dass nach den Grundsätzen der T'heorie der 
linearen Differentialgleichungen die Integrale der Gleichung (3.) No. 1, folg- 
lich auch H, in der T-Ebene eindeutige Functionen von » sind. 

Die Ebene T und das Gebiet @, sind demnach conforme Abbildungen 
von einander. 


Irgend ein Zweig H hat die Form 
(13 vw vi+oH, 
Z Are, 


wo 4, u, v, o reale ganze Zahlen sind, welche der Bedingung 

(2.) ,o+uvr = 1 
genügen, und wo überdies 4, oe ungerade Zahlen, u, » gerade Zahlen be- 
deuten. (B. p. 22.) 

Da nach voriger No. allen Werthen « in T nur Werthe H, mit 
positivem realen Theile entsprechen, so ergiebt sich nach dem Satze (B. 
p. 24). dass alle Werthe H nach der positiven Seite der realen H- Are ge- 
legen sind. 

Da, wie schon oben bemerkt, die Gleichungen (2.) und (3.) voriger 
No. dieselbe functionale Beziehung ausdrücken, so ist eine Fortsetzung der 
für die Werthe H mit positivem realen Theile definirten Function u vermittelst 
der Differentialgleichung (2.) voriger No. über die laterale H-Azxe hinaus 
nicht möglich. 

Seien H und H zwei verschiedene Zweige, und sei H durch die 
Gleichung (1.) gegeben, während H’ durch 

| | vitoH, 

(1 ) ie TR 
definirt wird, wo wiederum 7, «, v', eg ganze Zahlen, welche der Gleichung 
(2'.) o+turv = 1 


genügen und wovon 4,_ ungerade Zahlen, «, »' gerade Zahlen sind. 
21* 
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Für zwei verschiedene Werthe „=, und «=u, kann wegen der 
Eindeutigkeit der Function « von H nicht H’(w) = H'(w,) sein. Es kann 
aber auch nicht 


(3.) H (a) = H(w) 
sein. Denn aus (1.) und (1’.) würde alsdann folgen 


(4) +) = 0, 
wo | 

(9.) “ nn er wi u. =“ 
Aus (4.) ergiebt sich wegen 

(6.) ad+ßy = 1 

(7,) - it VaZ(o+S) 


Nach B. p. 22 sind «, d ungerade Zahlen, /, y gerade Zahlen. Es kann 
nicht «&+Jd= (0 sein, weil sonst nach (6.) 

(8.) Py-2 = (a-1)(e-+H1), 
was nicht möglich ist, da die rechte Seite durch 4 theilbar wäre, die linke 
Seite aber nicht. Es hat also (@«-+0)” mindestens den Werth 4, daher liefert 
die Gleichung (7.) einen Werth H, auf der lateralen Axe. 

Die sämmtlichen Zweigwerthe H erfüllen daher in der H-Ebene 
Flächengebiete, welche nirgendwo ausserhalb der lateralen Axe Punkte ge- 
meinschaftlich haben. 

Da wir aber bewiesen haben, dass jedem Punkte H in der die posi- 
tive Seite der realen Axe enthaltenden Halbebene Werthe # entsprechen, 
so erfüllt die Gesammtheit der Zweige diese Halbebene lückenlos. 

Es müssen daher an der lateralen H-Axe über alle Grenzen ab- 
nehmende Flächentheile sich anhäufen, welche Zweigwerthe von H dar- 
stellen. 
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Ueber eine Anwendung der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen auf die algebraischen 
Functionen. 


(Fortsetzung der Abhandlungen in Bd. 104 und 108 dieses Journals.) 
(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


Die Anwendungen der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
auf die algebraischen Funetionen, welche der Verfasser in den Bänden 104 
und 108 dieses Journals vorgenommen hat, werden in der vorliegenden 
Arbeit vereinfacht und weiter fortgeführt. 

Von der algebraischen Gleichung mit ganzen rationalen Funetionen 
einer unabhängigen Variablen als Coefficienten und dem Üoeffieienten der 
höchsten Potenz der abhängigen Variablen gleich Eins soll nur voraus- 
gesetzt werden, dass die Disceriminante derselben nicht identisch verschwindet, 
demnach die Wurzeln der Gleichung abgesehen von einer endlichen Anzahl 
von Stellen unter einander verschieden sind, während die Gleichung selbst 
reduetibel oder irreductibel sein kann. Alsdann bestehen alle Untersuchun- 
gen und Resultate, die in Abh. Bd. 104 enthalten sind, unverändert. Auch 
das in Abh. Bd. 108 gegebene, auf einen in Abh. Bd. 104 aus der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen hergeleiteten Satz sich gründende Ver- 
fahren, um an den Stellen, an welchen die Diseriminante verschwindet, und 
bei dem Punkte im Unendliehen die Ordnungen der Verzweigungen vor 
Entwickelung der Zweige zu erkennen, bleibt unabhängig von der Redue- 
tibilität oder Irreduetibilität der Gleichung bestehen. Sind aber die Ord- 
nungen der Verzweigungen an den genannten Stellen ermittelt, so lässt sich 
hieraus in vielen Fällen direet ersehen, ob die Gleichung irreduetibel ist, 
und alsdann ergiebt sich das Geschlecht der irreductiblen algebraischen 
Function aus den bekannt gewordenen Ordnungen der Verzweigungen un- 
mittelbar. 
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In der nachstehenden Abhandlung werden nun weitere Verein- 
fachungen vorgenommen, die dahin gehen, dass die Constanten in den zu 
Hülfe gezogenen homogenen linearen Differentialgleichungen mit rationalen 
Coeffieienten sich rational aus den Constanten der ursprünglichen Gleichung 
zusammensetzen. Zunächst wird in No. 1 das Verfahren aus Bd. 108, um 
die Ordnungen der Verzweigungen vor Entwickelung der Zweige zu er- 
mitteln, vereinfacht. Der Umstand, dass allgemein die Ordnungen der Ver- 
zweigungen auf eine einfache Weise sich ergeben, wird alsdann in No. 2 
zu einer direeten Entwickelung der Zweige verwandt vermittelst der Methode, 
die in No. 8 der Abhandlung Bd. 104 auseinandergesetzt ist. Zur vollstän- 
digen Darstellung der Verzweigungen dienen schliesslich auf Grundlage 
der Angaben in No. 2, 6 und 7 der Abhandlung Bd. 104 die Integrale der 
homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen Coeffieienten, welche 
von den durch die algebraische Gleichung gegebenen Functionszweigen er- 
füllt wird und deren Ordnung gleich der Anzahl der linearunabhängigen 
Zweige ist. Die Coefficienten in der Entwickelung dieser Integrale erhält 
man durch eine fertige Recursionsformel mit constanter Anzahl der Glieder. 
Ueber die Herleitung dieser Differentialgleichung werden hier in No. 3 
und 4 nähere Untersuchungen vorgenommen. 


1. 
Die algebraische Gleichung »ten Grades in Bezug auf die abhängige 

Variable 2 

(1) f@, ©) = 0, 
in welcher der Coeffieient von z” gleich Eins, die übrigen Coefficienten 
der Potenzen von z ganze rationale Functionen von x sind, sei so be- 
schaffen, dass die Diseriminante der Gleichung nicht identisch verschwindet; 
die Gleiehung (1.) darf reductibel oder irreductibel sein. Nun kann man 
eine algebraische (reduetible oder irreductible) Function s 

(2.) s = ((I,+4,3+4,3° + -+4,_13"""), 
wo C eine Constante ist, die # ganze rationale Funetionen von x sind, 
herstelien, so dass die n Zweige s, die aus (2.) durch Einsetzen der » Zweige 
s aus Gleichung (1.) hervorgehen, linearunabhängig sind. Eine solche 
Function 

(3.) I,+4I,3 +4,38 + +4,18" 
ist in Abh. Bd. 108 Nr. 4 hergeleitet. Hier wird dieser Ausdruck noch 
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mit einer Constanten C multiplieirt. Es soll nun über diese Constante C und 
die in die / eingehenden Constanten so verfügt werden, dass alle constanten 
Coefficienten der Potenzen von x in dem Ausdrucke (2.) sich rational aus den 


n 


constanten Coefficienten in der Gleichung f(z, 2) = ( zusammenselzen. 
Zu dem Zwecke werden die Formeln in Abh. Bd. 108 No. 4 zu 
Grunde gelegt. Es war dort ein Punkt a angenommen, in welchem die 


n 
Diseriminante von f(z, &) = nicht verschwindet. Die » von einander ver- 
n 


schiedenen Wurzeln von f(z,a)=0 seien durch Z£, & bis Z, bezeichnet; 
dieselben brauchen für den vorliegenden Zweck nicht bekannt zu sein. Die 
Ausdrücke der Entwickelungen der » Zweige z aus Gleichung (1.) z,, 3, 
bis z,, nach Potenzen von z—a bis zur Potenz (e—a)"" werden aufgestellt. 
Die Coefficienten in denselben werden vermittelst der aus Gleichung (1.) 
herzuleitenden Formeln 

dz Lls:) 


4. — 
(4) dx’ (Dx)' 
hergestellt, wo Z,(z, x) eine ganze rationale Function von x und z, in 


Bezug auf z höchstens (a—1)ten Grades, Dx die Diseriminante von f(z, x) = 0 
ist und die constanten Coefficienten der Potenzen von z und z sich rational 
aus den Constanten der Gleichung (1.) zusammensetzen (vgl. Abh. Bd. 104 


No. 1). Nun sollte gemäss Abh. Bd. 108 Nr. 4 eine rationale Function von 
z und z, ‚== g,(2)2, so bestimmt werden, dass deren » Zweige s,, 8 
bis s, in den » ersten Gliedern der Entwickelungen nach Potenzen von 
z—a bezüglich mit s,, s, bis s, übereinstimmen, wo diese Grössen 

(d.) s, = 4,+4a,(2—-a)+- +a,(2—a)”" Fe1..n) 
so gewählt sind, dass die Determinante Z+4,,4....a,, nicht verschwindet. 
Hier wird nun noch hinzugefügt, dass a,, eine ganze rationale Funetion 
von Z, werden soll mit Constanten, die für r=1,..., » dieselben sind und 
die sich rational aus den Constanten der Gleichung (1.) zusammensetzen; 
man kann dazu einfach 

(6.) 0, = 5" 
setzen. In der in Abh. Bd. 108 No. 4 (5.) mit D, bezeichneten Determinante 
war dann die Entwickelung der einzelnen Elemente nach Potenzen von 2—a 
bis zur Potenz (e—a)""' vorgenommen, die Coeffieienten in diesen Entwick- 
lungen sind ganze rationale Functionen von 5, bis Z,, und es waren diese 


v 
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Polynome von z—a an Stelle der Elemente in D, eingesetzt. Die hierdurch 
hervorgehende Determinante ist jetzt eine ganze rationale Function von 2—a 
und zugleich eine alternirende ganze rationale Funetion der von einander 
unabhängig bleibenden Variablen {, bis Z,. Functionen von letzterer Eigen- 
schaft sind demnach auch die einzelnen Coefficienten der Potenzen von z—a 
in dieser ganzen rationalen Function von c—a. Werden aus dieser Function 
die bis zu der Potenz (2—a)"" aufsteigenden Glieder herausgenommen, so 
erhält man das Polynom 4, in (3.). Es ist nun für den Multiplicator C in 
(2.) eine alternirende ganze rationale Function der Variablen Z, bis Z, zu 
nehmen, deren Coeffieienten sich rational aus den Constanten der Gleichung 
(1.) zusammensetzen, wofür man die Determinante I+a,,4,...a,, aus (D.) 
anwenden kann; dann werden die Coeffieienten der Potenzen von z—a in 
(2.) symmetrische ganze rationale Ausdrücke der Variablen Z, bis Z,. Die- 
selben sind demnach, wenn £, bis £, die Wurzeln der Gleichung f(@, a) = 0 


n 


bedeuten, rational durch die Constanten in f(z, a)=0 ausdrückbar. Wird 
nun noch für «a eine rationale Zahl genommen, für welche die Discriminante 
von (1.) nicht verschwindet, so ergeben sich die constanten Üoeffieienten 
der Potenzen von x in dem Ausdrucke s (2.) als rationale Ausdrücke der 
Uonstanten in der Gleichung (1.). 
Nun wird für s die algebraische Gleichung »ten Grades 

(7.) (s—8,)(8—8:)...(s—8,) = 0 
gebildet, indem für s,, s bis s, die Ausdrücke (2.) eingesetzt werden, wenn 
für 3 die » Zweige z, bis z, eintreten; alsdann werden in (7.) die symme- 
trischen Functionen von z, bis z, durch die Coeffieienten der Gleichung (1.) 
ausgedrückt. Hierdurch gehe die Gleichung 

(8.) Het, 0, 
hervor, worin die t ganze rationale Functionen von x sind. Die Constanten 
in der Gleichung (8.) sind dann auch rationale Ausdrücke der Constanten in 
Gleichung (1.). 

Da die n Zweige von s, s, bis s,, linearunabhängig sind, so müssen 
dieselben in einem Gebiete, wo sie einwerthig und stetig sind, in einem 
Punkte und daher in der Nähe desselben alle unter einander verschieden 
sein. Die Diseriminante der Gleichung (8.) ist also nicht identisch gleich 
Null. Und umgekehrt folgt aus letzterem Umstande, dass die » Wurzeln 
der Gleichung (8.) s, bis s, aus (7.) abgesehen von einer endlichen Anzahl 
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von Punkten x in jedem Punkte unter einander verschieden sind. Die 
Verzweigungen von s treten daher an denselben Stellen auf und sind die- 
selben wie bei 2. 
Aus der Gleichung (8.) werden alsdann (vgl. Abh. Bd. 104 Nr. 1) 

successive die Formeln 

‚9‘ ds ul M,(s, €) 

se; dx’ (AIx) 
hergeleitet, wo M,(s, x) eine ganze rationale Funetion von x und s in Be- 
zug auf s höchstens vom (»—1)-ten Grade, /x die Diseriminante der Glei- 
chung (8.) ist. Es sei 


n—] 


10.) M,(s, ©) = 9,s+h.+h,s’+--+h,,_18 


wo die g und A ganze rationale Functionen von x sind, deren Constanten 
so wie die Constanten in /x sich rational aus den Constanten der Gl. (1.) 


n 


f(z, 2) = (0 zusammensetzen. Aus (9.) ergiebt sich 


j ds 

(Ax) -— <a: bh; JE Aa 

KM 9: a i“ 1,n—1 

h ui 

Je)’ nn: K a ch, 
sa \ . dx’ 9: ” 5 rn = A), 
\ / 

Re ı 

Az)" wu eo ie Ba 


ic» 

Da die » Zweige s linearunabhängig sind. so kann die Determinante 
(12.) nn A ER 

nicht identisch verschwinden, weil man sonst aus den a—1 ersten Gleichun- 
gen (9.) für s eine homogene lineare Differentialgleichung niedrigerer als 
nter Ordnung herleiten könnte. Und umgekehrt folgt aus dem Nichtver- 
schwinden dieser Determinante, wie in No. 3 gezeigt wird, für die » Func- 
tionszweige s, welche der Gleichung (8.) mit nieht identisch verschwinden- 
der Diseriminante genügen, dass dieselben linearunabhängig sind. 


Is! 


Wenn also ein Ausdruck der Form 
(13.) s = P,(z)+P,(2)2+--+P,_,(2)2”", 


oÄ ı\ 

wo die P ganze rationale Functionen von x sind, aufgestellt und die Gleichung 
(7.) für s gebildet wird, aus welcher vermittelst der Gleichung (1.) die Glei- 
chung (8.) hervorgeht, so ist, damit die n Zweige von s abgesehen von einer 
endlichen Anzahl von Punkten von einander verschieden sind, nothwendig und 
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hinreichend, dass die Discriminante der Gleichung (8.) nicht identisch ver- 
schwindet, alsdann dafür, dass die n Zweige von s linearunabhängig sind, 
nothwendig und hinreichend, dass die Determinante (12.) nicht identisch ver- 
schwindet. 

Die homogene lineare Differentialgleichung »ter Ordnung, welcher 
die » linearunabhängigen Zweige s aus der Gleichung (8.) genügen, ist 
(11.). Wenn diese Differentialgleichung auf die Form 


d"s d"-1s 


+p —- + +8 — ( 


den 


14.) Zu 
redueirt wird, wo die gemeinschaftlichen Theiler in Zähler und Nenner der 
rationalen Coeffieienten weggeschafft sein können, so kann die Richtigkeit 
derselben nachträglich geprüft werden nach den Angaben, die in No. 4 ge- 
macht sind. 

Die algebraische reduetible oder irreduetible Function s ist also wie 
die Funetion z verzweigt. Die Ordnungen der Verzweigungen von s, und 
daher diejenigen von z, bei einem Punkte 2=a (entsprechend bei = x) 
ergeben sich nun, weil die » Zweige von s linearunabhängig sind, ver- 
mittelst der homogenen linearen Differentialgleichung (11.) »ter Ordnung, 
welcher diese Zweige genügen. Bei dem betreffenden Punkte ist die Ex- 
ponentengleichung dieser Differentialgleichung aufzustellen und sind die 
Wurzeln dieser Gleichung zu ermitteln. Dieselben sind » von einander 
verschiedene rationale Zahlen gleich oder grösser als Null, die in der 
kleinsten Benennung Nenner gleich oder kleiner als » haben. Aus diesen 
rationalen Zahlen ergeben sich unmittelbar die Ordnungen der Verzweigun- 
sen von s gemäss den Sätzen, die in Abh. Bd. 104 No.5 I und II auf- 
vestellt und bewiesen und in Abh. Bd. 108 No. 3 angegeben sind. 

2 


Es soll wiederum eine beliebige algebraische Gleichung mit ganzen 
rationalen Funetionen einer unabhängigen Variablen als Coeffiecienten und 
dem (Coeffieienten der höchsten Potenz der abhängigen Variablen gleich 
Eins vorliegen, deren Diseriminante nicht identisch verschwindet. Alsdann 
soll bei einem Punkte x, in welchem die Diseriminante verschwindet, die 
Entwickelung der die Gleichung erfüllenden Functionszweige vorgenommen 
werden. Entsprechend ist das Verfahren bei 2=x. Die Ordnungen der 
vorkommenden Verzweigungen sind also jetzt immer vorher bekannt. 
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Alsdann tritt das direete Verfahren ein, welches in Abh. Bd. 104 


No. 8 auseinandergesetzt ist. Die algebraische Gleichung sei (in Ueber- 


einstimmung mit den 1. e. gemachten Bezeichnungen) durch F(s, x) = U 
bezeichnet, »ten Grades in Bezug auf die abhängige Variable s, der Punkt, 
bei dem entwickelt werden soll, si 2=a. An der Stelle « sind die 
Windungspunkte mit ihren Verzweigungsordnungen (ein «-blättriger Win- 
dungspunkt enthält eine Verzweigung («—1)-facher Ordnung) und die Punkte, 
bei denen die Verzweigung nullter Ordnung ist, d.h. keine Verzweigung 
stattfindet (gewöhnliche Punkte) bekannt. Bei dem Punkte a sind die 


n» Wurzeln der Gleichung F(s, a) =0 aufzustellen. Durch Uebergang auf 
den Punkt z=a in der Gleichung 


““ (s—-8,)($s—8:)...(s—8,) = F(s, x), 


wo s, 5 bis s, die Entwickelungen der » Zweige von s bei 2=a sind, 


ergiebt sich, dass die in einem wu-blättrigen Windungspunkte zusammen- 


hängenden « Zweige u gleiche Wurzeln von F(s, a) = liefern, und dass 
von einem Zweige bei einem gewöhnlichen Punkte eine Wurzel von 


F(s,a)=0 herkommt. 


Nun ist zuzusehen, ob die Wurzeln von F(s, a) = (0 den bekannten 
Ordnungen der Verzweigungen gemäss sich auf eine einzige Weise auf 
Windungs- und gewöhnliche Punkte vertheilen lassen, bezüglich, bei welchen 
Windungs- oder gewöhnlichen Punkten diese Vertheilung eindeutig feststeht. 

Bei einem w-blättrigen Windungspunkt möge die mehrfache Wurzel 
P von F(s,a)= (0 vorkommen, und es soll die Wurzel $ sonst bei keinem 
Windungspunkte oder gewöhnlichen Punkte eintreten können. Die Ent- 
wiekelung der Function s bei diesem Windungspunkte ist 

(2.) s=ß+>3cl, T=(z-a)f. 
Nun wird in Gleichung F(s,2)=0 s-? =u, 2—-a={* gesetzt; die Glei- 
chung wird alsdann erfüllt, wenn für « die Entwickelungen der « in dem 
«-blättrigen Windungspunkte zusammenhängenden Zweige von s— 


T “ 7 
(3.) 2c,(w Er w=e!, 0, .., kl) 
1 


gesetzt werden, die gleichzeitig zu betrachten sind. Die Coeffieienten in 


>" 
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diesen Entwiekelungen werden successive direct aus der Gleichung F (s, e)—=0, 
worin s-P =u, 2—-a={* gesetzt ist, ermittelt, wie in Abh. Bd. 104 No. 8 
vollständig auseinandergesetzt ist. Im Verlaufe der Coefficientenbestim- 
mung kommt man in jeder Reihe zu einer Reeursionsformel, durch welche 
die folgenden Coefficienten eindeutig durch die vorhergehenden bestimmt 
werden, 

Wenn bei e=a 4, (Z1) einwerthige Funetionen als Wurzeln von 


F(s, 2) = 0 vorhanden sind, auf die ein und dieselbe Wurzel 7’ von 


F(s,a)=(0 kommt, die sich bei Windungspunkten (oder noch sonst vor- 


handenen gewöhnlichen Punkten) nicht findet, so wird s-P'=u, r-a={ 
gesetzt und es sind die 4 Reihen 


z L 
(4.) BT, (o=0,..., A—1) 
vn; Dave 


gleichzeitig zu betrachten. Das weitere Verfahren ist dasselbe wie vorhin 
nach dem in Abh. Bd. 104 No. 8 bei (14.), (15.) Gesagten. Ebenso wenn 
bei 2 w-blättrigen Windungspunkten ein und dieselbe Wurzel 5 aus 


N 


F(s,a)=(0 vorkommt, die nicht bei anderen Windungspunkten oder ge- 


wöhnlichen Punkten eintritt. Dann ist gleichfalls s-A =u, -a={" zu 
setzen und man erhält für # die zu Reihen 


ri 


.. ungen 
d.) ci” (w' C)', 0 = e * : (=0,.,2-1I,r=U,...,u-l) 


die gleichzeitig zu behandeln sind in der früheren Weise. Man kommt in 
diesen beiden Fällen bei jeder Reihe im Verlauf der Coeffieientenbestimmung 
zu einer Recursionsformel, vermittelst welcher die folgenden Coefficienten 
eindeutig durch die vorhergehenden ausgedrückt werden. Wenn in (5.) die 
Bestimmung der Coefficienten so weit fortgesetzt ist, dass die Reihen unter 
einander verschieden werden, so kann man erkennen, welche « Reihen in 
demselben Windungspunkte zusammengehören. Denn nimmt man beliebig 
eine der Reihen (5.) heraus, so erhält man die «—1 in demselben Win- 
dungspunkte zu dieser gehörigen, wenn statt & gesetzt wird w (s=1,..., u—1). 

1 


Wird dann für & in einer der zusammengehörigen Entwiekelungen (e—a)* 
gesetzt, so ergiebt sich die Entwiekelung der 2 u-werthigen Functionen 
s—/ bei den z «-blättrigen Windungspunkten bis zu dem ermittelten Gliede; 
entsprechend bei (3.). 
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Die vollständige Darstellung dieser mehrwerthigen Functionen bei den 
Windungspunkten und der einwerthigen bei den gewöhnlichen Punkten erfolgt 
nun vermiltelst der Integrale der homogenen linearen Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten, welcher die in der algebraischen Gleichung enthaltenen 
Functionszweige s genügen, f,(s,) =, deren Ordnung 9 mit der Anzahl der 
linearunabhängigen Zweige übereinstimmt, wie dieses in Abh. Bd. 104, No. 2, 
6, 7 durchgeführt ist. Die Üoeffieienten in der Entwickelung dieser Inte- 
grale werden vermittelst einer fertigen Reeursionsformel, die eine constante 
Anzahl der Glieder linear und homogen enthält, gegeben. In dieser Reeur- 
sionsformel kommen, wie in No. 3 gezeigt wird, ausser dem Punkte a, bei 
dem entwickelt wird, nur solehe Constanten vor, die rational aus den Con- 


stanten der Gleichung F(s, x) = (0 sich zusammensetzen. 
Aus den bis jetzt behandelten Fällen setzt sich derjenige Fall zu- 
sammen, wo auf Grund der bekannten Ordnungen der Verzweigungen und 


n 


der bekannten Wurzeln von F(s, x) = 0 bei einem Punkte 2 = a, in welchem 
die Diseriminante verschwindet, die Vertheilung dieser Wurzeln auf Windungs- 
punkte und gewöhnliche Punkte in eindeutig bestimmter Weise stattfindet und 
dabei nicht auf einen 4-blättrigen und auf einen u-blättrigen Windungspunkt, 
wo .< u ist, oder auf einen Windungspunkt und gewöhnlichen Punkt ein 


und dieselbe Wurzel kommt. | 
Nun bleiben noch folgende Fälle zu betrachten, der Fall, wo sich 


ergiebt, dass ein und dieselbe mehrfache Wurzel von F(s, a) = () auf ver- 
schiedenblättrige Windungspunkte, bezüglich auf Windungspunkte und ge- 
wöhnliche Punkte fällt, und bei anderen Windungs- oder gewöhnlichen 
Punkten an der Stelle « nicht vorkommen kann, alsdann der Fall, wo die 


N 


Vertheilung bestimmter Wurzeln von F(s,a)=0 bei mehreren oder allen 
Windungs- und gewöhnlichen Punkten nicht vorher eindeutig feststeht. Auf 
diese Fälle kann man nun hier, da die Ordnungen der Verzweigungen be- 


reits bekannt sind, zur Bestimmung der Coeffieienten in den Entwickelungen 


unmittelbar dasjenige Verfahren anwenden, welches in Abh. Bd. 104 S. 27 
und 28 auf den allgemeinen Fall vermittelst der Integrale der vorhin ge- 
nannten linearen Differentialgleichung f,(s, x) = 0, die als bekannt voraus- 
gesetzt war, angewandt worden ist. 

Es seien also jetzt mehrere, bezüglich alle Windungs- und gewöhn- 
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lichen Punkte herausgenommen und es sei nur bekannt, welche Wurzeln 


von F(s,a) = auf die Gesammtheit dieser Punkte kommen, und dass diese 
Wurzeln bei anderen etwa vorhandenen Windungs- oder gewöhnlichen 
Punkten sieh nicht finden. Von verschiedenblättrigen Windungspunkten 
mögen etwa 4-blättrige, u-blättrige, v-blättrige vorkommen, ausserdem etwa 
gewöhnliche Punkte (oder 4-blättrige Windungspunkte und gewöhnliche 
Punkte). Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von A, u, v» (bezüglich 
, und 1) sei M, die Gesammtanzahl der jetzt betrachteten Zweige sei m. 
An Stelle von e—a in den Entwiekelungen dieser Zweige bei den Windungs- 
punkten und bei den gewöhnlichen Punkten wird ” gesetzt. Man. erhält 
dann (vgl. (3.) (5.)) die Reihen 


L 
(6 \ PL 5 N (T=], ..., Mm) 


ee 
1 


welche die Gleichung F(s, 2)=0, worin e-a={” gesetzt ist, erfüllen. 


Die OUonstanten cf’ (r=]1,..., m) sind Wurzeln von F(s, a)=(0 und keine 
der übrigen a—m Wurzeln dieser Gleichung ist einer jener Constanten gleich. 
Nun sind diejenigen Reihen (6.), in denen die Constanten c{” denselben Werth 
haben, gleichzeitig zu betrachten. Auf diese Reihen ist zur Bestimmung 
der Coefficienten das frühere Verfahren, wie bei (4.), anzuwenden. Man 
kommt bei jeder der Reihen zu einer Recursionsformel, welche die folgenden 
Coeffiecienten durch die vorhergehenden ausgedrückt liefert. 

Die Entwickelungen der ein- und mehrwerthigen Funetionen, aus 
welchen die Reihen (6.) hervorgegangen sind, seien. linear mit constanten 
Coeffieienten durch Integrale der oben genannten linearen Differential- 
gleichung f,(s, x) = 0 ausgedrückt. Es sei ein System von e linearunab- 


O\ 
S 
02 


hängigen Integralen genommen, welche zu den Wurzeln der Exponenten- 
gleichung bei z = a gehören, ein solches ist in Abh. Bd. 104 No. 6 gegeben. 
Diese Wurzeln sind von einander verschiedene rationale Zahlen — 0, deren 
Nenner in der kleinsten Benennung — r sind. In die Ausdrücke der be- 
trachteten Funetionen, aus denen die Reihen (6.) hervorgehen, können nur 
solche Integrale eingehen, deren Exponenten auf einen gemeinschaftlichen 
Nenner gebracht werden können, der bezüglich 4, u, v, 1 ist. Die Expo- 
nenten dieser sämmtlichen Integrale seien auf die kleinste Benennung ge- 
bracht, dann ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Nenner gleich- 
falls die Zahl M; denn die Exponenten der Integrale, welche zur Darstellung 
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z. B. der A-werthigen Funetion bei einem 4-blättrigen Windungspunkte 
eingehen, auf den gemeinschaftlichen Nenner 4 gebracht, missen Zähler 
haben, welche einerseits mit A andererseits keinen gemeinschaftlichen T'heiler 


. e . | n 2.3; 
haben. Der grösste dieser Exponenten sei g; Nun wird in allen diesen 


Integralen 2—-a = {” gesetzt, wobei man von einem Werthe (des log(r—a) 
l gl —Aı) 
in e" ausgeht; hierdurch erhält man die Reihen (6.) durch diese Integrale 


ausgedrückt. Aus diesen Ausdrücken ergiebt sich, dass wenn die Entwicke- 
lungen (6.) bis C” fortgesetzt sind, dieselben unter einander verschieden 
werden müssen. Zugleich ist, wenn die Entwickelungen (6.) bis [7 fortge- 
setzt sind, die Zuordnung der erhaltenen Polynome zu den in Betracht 
kommenden Windungs- und gewöhnlichen Punkten nur noch auf eine Weise 
möglich. Denn mit Bezug auf einen 4-blättrigen Windungspunkt seien 4 
dieser Polynome herausgenommen, die, wenn M=4M' gesetzt wird, nach 


Potenzen von £” fortschreiten und in der Beziehung stehen, dass aus 


einem die übrigen hervorgehen, indem an Stelle von £” gesetzt wird 
Zrri 
e *["(s=1,..., 4-1). Wenn nun diese Polynome bis £” fortgeführt 


waren, so ergiebt sich aus der Darstellung der vollständigen Reihen (6.), 
zu welchen diese Polynome gehören, durch die Integrale, in denen 2—a = £” 
gesetzt ist, dass diese Reihen thatsächlich in dem Zusammenhange stehen, 
der einem 4-blättrigen Windungspunkte entspricht. 

Man kann daher zunächst, bevor die Differentialgleichung f,(s, ©) = 0 
aufgestellt ist, im Verlaufe der Bestimmung der Coeffieienten in den Ent- 
wicekelungen (6.) zusehen, ob sich aus den erhaltenen Polynomen bereits 
erkennen lässt, dass die Zuordnung derselben zu den in Betracht kommenden 


Windungs- und gewöhnlichen Punkten nur auf eine Weise möglich ist. 
| | 


Dureh Substitution von (2 —a)” 
Entwickelung der bezüglichen mehrwerthigen oder einwerthigen Funetionen. 


für © erhält man dann ebenso weit die 


Sonst aber ist, um diese Zuordnung zu bewirken, die Differentialgleichung 
f,(s, 2) =) hinzuzuziehen, durch deren Integrale schliesslich die vollständige 
Darstellung der betrachteten Functionen bewerkstelligt wird. Nachdem die 


Coeffieienten in (6.) bis £” bestimmt sind, werden die Ausdrücke der Reihen 


! 


(6.) durch die oben bezeichneten Integrale, in denen e—a durch ©” ersetzt 


ist, wirklich hergestellt. Dann wird in diesen Ausdrücken für € wieder 


i 


(2—a)" gesetzt, wodurch man die Ausdrücke der betrachteten m Zweige durch 
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von 2—a abhängende Integrale von f,(s, 2)=0 erhält. Und nun ergiebt 
sich aus letzteren Ausdrücken direet der Zusammenhang der Zweige und 
die vollständige Darstellung der mehrwerthigen oder einwerthigen Functionen 
durch die Integrale, wie dieses in Abh. Bd. 104 S. 28 ausführlich darge- 
steilt ist. 


3. 
Die » Funetionszweige s, welche durch eine algebraische Gleichung 
(1.) F(s, x) = 0 


»nten Grades in Bezug auf s mit dem Üoefficienten 1 von s” und ganzen 
rationalen Functionen von x als Coeffieienten der Potenzen von s und mit 
nicht identisch verschwindender Diseriminante gegeben werden, genügen einer 
homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten, deren 
Ordnung mit der Anzahl der linearunabhängigen Zweige übereinstimmt. 
Ueber die Herleitung dieser Differentialgleichung werden die folgenden 
näheren Untersuchungen gemacht. 

Aus der Gleichung (1.) ergiebt sich (vgl. Abh. Bd. 104 No. 1) das 
System der Gleichungen 
ds  M,(s, x) 
dx’ (dx) 
wo M,(s, x) eine ganze rationale Function von x und s, in Bezug auf s höchstens 
(na—1)-ten Grades, fx die Diseriminante der Gleichung (1.) ist. Es sei 

(3.) M,(s, &) = 9,s+h,+hos’-+ +h,._s”"", 


wo die g und A ganze rationale Funetionen von x sind, deren Constanten, 


(2 
haar 


7 


(r=1l, .„. N) 


wie diejenigen in /x, sich als rationale Ausdrücke der Uonstanten in 


F(s, x) = U darstellen. Die Gleichungen (2.) seien auf die Form 


APR d’s | 
\ 4.) (. 1 €) s — M,.(s, T (> = 1 us n) 


s da’ 
vebracht. Es ist nun das System der Grössen 
Wr VORN 
. Feb ee 





ET 


? r.n—1% 


sueeessive für r=1. 2 ete. zu betrachten. Wenn die Grössen 
hy, An. hın-ı 
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alle verschwinden, so ist 


m ds Ä 
(T.) de, 98 = V 


die gesuchte Differentialgleichung. Wenn aber die Grössen (6.) nicht alle 

verschwinden, so möge, indem man in der Reihe der Zeiger 1, 2 etc. auf- 

steigt, für jeden Zeiger m von 1 bis e—1 eine Determinante mter Ordnung 
Ka a © 


(8.) h., In; un % h., 


h h A h 


Ma mis kt 
wo 0, P, ..., 4 je m Zeiger aus der Reihe 1 bis »—1 sind, sich finden, 
welche nicht identisch verschwindet. Eine Determinante (oe —1)-ter Ordnung, 
welche nicht identisch verschwindet, 


h,, h,, peu Wi 
h; h h 
( 2a 2a u. 27. 2 
(9.) en 
a a a a u 


worin @,, & bis «,_, Zeiger aus der Reihe 1 bis »—1 sind, sei ferner der 
Art, dass die a—1l Determinanten oter Ordnung 


h, h,, h,, EEE ” 
h, h;, h, Te wol Bas 
(10.) | | | ’ Gebe 
hm; Boa Be-ıa Bill 
h,, hoa, Ro 


alle identisch verschwinden, wobei entweder o <n ist, oder, wenn o=n 
ist, so verschwinden die Determinanten (10.) für beliebige Werthe der 4. 
Dann ergiebt sich aus (4.), (9.) und (10. 


ds 
IE, — 9,8 h,, hı.. TEEN ai 
ae 
(de) —— —0S h; h; Te 
| ER a TI: v - 01 
(11.) - 0, 
BET h 
(det ur 9-18 BPPNIE FEESUSEIEDETGTTEN ERIC 
u, are 
(dx) — 4,8 h h ir ne 
\ / dee Io 00, 00 00,_1 


Journal für Mathematik Bd. CXIl. Heft 2. 
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eine Differentialgleiehung oter Ordnung, welcher s genügt. Nun kann 
keine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coeffieienten, 
die nicht alle verschwinden, von niedrigerer als oter Ordnung für die 
» Zweige s aus Gleichung (1.) bestehen. Denn wenn eine solche mter 
Ordnung bestände, so sei dieselbe auf die Form 

d”s a | ds 


12.) (de)" AETT ee r 
u . ee "Fee dar 


gebracht. Dann ergiebt sich aus (4.), weil die » Zweige s abgesehen von 
einer endlichen Anzahl von Punkten von einander verschieden sind. 


(13,) hutah.-.+tta.mb. > 0. =}, ...,n-1) 


Aus (13.) folgt, dass sämmtliche Determinanten (8.), in denen «, , ..., u 
beliebige m Zeiger aus der Reihe 1 bis »—1 sind, verschwinden müssen. 
Dieses sowohl, wie auch die nach dem Laplaceschen Determinantensatze 
sich ergebende Folgerung, dass dann auch die Determinante (9.) verschwin- 
den müsste, widerspricht der Voraussetzung. Andererseits ergiebt sich durch 
funetionentheoretische Betrachtungen die Existenz der homogenen linearen 
Differentialgleichung mit rationalen Coeffieienten und dem Üoeffieienten der 
höchsten Ableitung gleich Eins, welcher die » Functionszweige s aus der 
algebraischen Gleichung (1.) genügen, und deren Ordnung mit der Anzahl 
der linearunabhängigen Zweige übereinstimmt. Daher muss diese Anzahl 
sleich der Ordnung oe in der Differentialgleicehung (11.) sein und diese 
Difterentialgleichung, nachdem durch den Coeffieienten der höchsten Ab- 
leitung dividirt ist, muss die vorhin bezeichnete Differentialgleichung sein”). 

Die homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficien- 
ten, welcher die » Zweige s aus Gleichung (1.) genügen und deren Ord- 
nung mit der Anzahl der linearunabhängigen Zweige übereinstimmt, wird 
also in folgender Weise gegeben: Wenn in dem Systeme der Grössen (3.) 
diejenigen der ersten Horizontalzeile alle identisch verschwinden, so ist die 
Differentialgleichung erster Ordnung (X.) die gesuchte Differentialgleichung. 
Sonst aber giebt es eine Determinante wie (9.) (o—1)-ter Ordnung, welche 
nicht identisch verschwindet, während die Determinanten (10.) oter Ordnung 


) Nach einer mündlichen Mittheilung, die mir Kronecker bei Gelegenheit der Ein- 
reichung meiner Abhandlung Bd. 104 gemacht hat, war demselben ein in Eliminationen 
bestehendes Verfahren, die oben genannte Differentialgleichung herzuleiten, bekannt, 
worüber vielleicht die Herausgabe des Nachlasses nähere Auskunft verschafft. 
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identisch verschwinden: alsdann ist die Differentialgleichung oter Ordnung 
(11.) die gesuchte Differentialgleichung,. 

Die Constanten in den rationalen Functionen in der Differentialgleichung 
(7.) bezüglich (11.) setzen sich rational aus den Constanten der Gleichung 


n 


F(s,2)=0 zusammen. Werden die Integrale dieser Differentialgleichung 
bei irgend einem Punkte a entwickelt, so erhält man die Üoefficienten in 
dieser Entwickelung vermittelst einer fertigen Recursionsformel, die eine 
constante Anzahl der Glieder linear und homogen enthält (Abh. Bd. 104 No, 6). 
Die Constanten, welche in diese Recursionsformel eingehen, setzen sich rational 


aus dem Punkte a, bei dem entwickelt wird, und den Constanten in der Glei- 


n 


chung F(s, x) = 0 zusammen. 


4, 

Nachdem die homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen 
Coeffieienten, welcher die » Zweige s aus der Gleichung No. 3 (1.) ge- 
nügen und deren Ordnung mit der Anzahl der linearunabhängigen Zweige 
s übereinstimmt, durch den Ausdruck No. 3 (7.) bezüglich (11.) aufgestellt 
ist, sei dieselbe nun auf die Form gebracht: 


0 0-1 
71.\ d’s de=1s 


. ) “ Rn + ) Ss gi 0), 
\ ) dr? ' / 1 dr! 7 P. 


wo im Zähler und Nenner der rationalen Functionen p gemeinschaftliche 
Theiler weggestrichen sein können. Um dann nachträglich die Richtigkeit 
dieser Differentialgleichung zu prüfen, ist in folgender Weise zu verfahren. 
Für — bis = bestehen die Ausdrücke No. 3 (2.). Werden dieselben 
in (1.) eingesetzt, so müssen, weil die » Zweige s abgesehen von einer 
endlichen Anzahl von Punkten von einander verschieden sind, die Glei- 
chungen identisch bestehen: 


(D.N (h.tpıhonsfeHtpeh, „(IE) + "Ps ‚hr; Ir)‘ =), den... 1) 


1 


\ / N \. \o 
lg, TPı9.-ı dx TP2I.—: (Ix) TTrPp-ı9ı (Sr) rp,(Ie" = UV. 


Und wenn diese Gleichungen bestehen, so erfüllt s die Differentialgleichung 
(1... Gemäss No. 3 ist, bei e>1, nothwendig, dass eine Determinante 
wie (9.) in No. 3: 
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hı.. hı.. ds 


hs... . “ . h;, 


ag % 


0 — 1,0 


R.-1,0, h 


0—1,a3 0—1 


nicht identisch verschwindet; eine solche ist anzugeben. Sobald bestätigt 
ist, dass diese Determinante nicht identisch verschwindet (wozu man für x 
eine rationale Zahl angeben kann, für welche (3.) nicht verschwindet), 
so ist damit entschieden, dass die Differentialgleichung (1.) die verlangte 
Differentialgleichung ist. Denn wenn letztere von niedrigerer Ordnung 
wäre, so würde nach dem in No. 3 bei (12.), (13.) Gesagten fol 
die Determinante (3.) verschwinden müsste. 


gen, dass 


Zu verbessern in der Abhandlung des Verfassers Bd. 104: 


y.. u 4 z n 2 
Seite 22 Zeile 15 von unten ist NV statt N zu setzen. 


1 0 
Seite 25 Zeile 5 von unten ist N statt n zu setzen. 
Seite 29 Zeile 21 von unten ist „aus“ statt „und“ zu setzen. 





Ueber die Convergenzbereiche der Integrale 
partieller Differentialgleichungen. 


(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 


Die verschiedenen Bewe.;e für die Existenz der Integrale partieller 
Differentialgleichungen oder ve: Systemen solcher Differentialgleichungen 
beruhen auf der Vergleichung mit einer partiellen Differentialgleichung, deren 
allgemeines oder wenigstens vollständiges Integral sich mittels bekannter 
Funetionen in geschlossener Form darstellen lässt, und unterscheiden sich 
nur dadurch von einander, dass man entweder das vorgelegte partielle Diffe- 
rentialgleichungsystem durch Einführung neuer abhängiger Variablen, also 
durch Erhöhung der Klasse, in ein lineares verwandelt und dieses mit einer 
einfacheren linearen partiellen Differentialgleichung mit einfacher Grenzbe- 
dingung vergleicht, oder dass man die Klasse des gegebenen partiellen 
Differentialgleichungsystemes unverändert lässt und dieses selbst mit einer 
einfacheren, nicht linearen integrirbaren partiellen Differentialgleichung zu- 
sammenstellt. 

Ich will hier den Existenzbeweis eines Integrales einer beliebigen 
partiellen Differentialgleichung mter Ordnung durch Zusammenstellung mit 
einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung führen, der auf dem- 
selben Gedanken beruht, wie der für eine totale Differentialgleichung be- 
liebiger Ordnung von mir gegebene*), und welcher nicht bloss seiner Ein- 
fachheit wegen von einigem Interesse sein dürfte, sondern auch gestatten 
wird, für gewisse Arten partieller Differentialgleichungen den Uonvergenz- 
bereich der Integrale genauer zu bestimmen. 

Mein Beweis für totale Differentialgleichungen mter Ordnung, die 
man stets auf die Form 


*) „Der Cauchysche Satz von der Existenz der Integrale einer Differentialgleichung“, 
dieses Journal Bd. 104 Heft 2. 
Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 3. 24 
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% 
(1.) y”) == >, Art ymy® 52 yrdrn—ı (ut t+Mmt+ tunen 
0 


bringen konnte, deren um die Nullpunkte von z, 9, Y', ..., 9” gezogene 
Convergenzkreise Radien besitzen, die grösser als die Einheit sind*), und 
für welehe dasjenige Integral untersucht werden sollte, das für = 0 nebst 
seinen m—1 ersten Ableitungen verschwindet, beruhte auf der Zusammen- 
stellung von (1.) mit der Differentialgleichung erster Ordnung 

2.) #2 = M(1+22+432°+.-)1+3+3’+--)(1+3+32’+--)...(14+3+2°+--), 
worin die letzten gleichen Potenzreihen m-mal wiederholt sind, und man 
erkennt durch unmittelbaren Anbliek der verglichenen Formen, dass 


‚= 


mod ya er? zit) 


+ 


ist, wenn beachtet wird, dass 
! TE | | 
<a <a <e 


ist”), woraus dann die Convergenz der die Differentialgleichung (1.) formal 
befriedigenden Potenzreihe unmittelbar erhellt. 


*“) Wenn die gegebene Differentialgleichung mter Ordnung 


% 
ym) — BA ax’ Yr Y’ı u... Yy(m-1ı9.-1 (‚+vtrrt+r +rm—ı1=0) 
0° 


lautete, für welche dasjenige Integral untersucht werden sollte, welches für X = 0 nebst 
seinen m—1 ersten Ableitungen verschwindet, so sind, wenn der kleinste der Convergenz- 
radien Rder un X=0, Y=-0, Y’=0(,..., Y"-D=0 in bestimmt gewählten Be- 
reichen convergirenden rechten Seite der Differentialgleichung kleiner als die Einheit ist, 
und r eine positive Grösse kleiner als R bedeutet, zwei positive Zahlen x und 


! 
“ 


‚ ° D4 
kleiner als r so zu wählen. dass —— 
re 


— auch noch unter r liegt, und es führt dann die 


Substitution 

= IT=ıy 
die vorgelegte Differentialgleichung in eine andere mter Ordnung über, deren Convergenz- 
bereiche der rechten Seite Radien besitzen, die grösser als die Einheit sind, da 


d’Y a d’y 
dk +» dr 
und 
' oe 
% Tr 
En 156 nf grey ng r 
x" =—: yı 
ist. 


**) Wie aus (2.) unmittelbar hervorgeht, indem aus 
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= g(@)h(z) 
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Wir wollen zunächst von dieser Beweismethode eine Anwendung auf 
die Herleitung des Satzes von Fuchs über die Ausdehnung des Convergenz- 
bereiches der Integrale totaler linearer Differentialgleichungen geben, um 
nachher analoge Untersuchungen für die Integrale partieller Differential- 
gleichungen anzustellen. 

Sei die lineare Differentialgleichung mter Ordnung vorgelegt 

m 1 
3) rede 


dx 
in welcher r(z), r,(z), -.., r„_,(2) in der Umgebung des Punktes r=a 
nach positiven ganzen Potenzen von 2—a fortschreitende convergente Ent- 
wickelungen bedeuten, deren kleinster Convergenzradius o sein mag, und 
werde dasjenige Integral betrachtet, welches für e=a mit seinen m—l 
ersten Ableitungen die Werthe 7, 7, 7, ..., 7, annimmt, so wird zunächst 


die Differentialgleichung (3.) vermöge der Substitution 


\ » A . NM y2| Im—i . 
(4.) z-0= Ä, y- Y+n7+n,A+ 5X tt (m—1)! “ 


durch (a—1)- und »-malige Differentiation nach x folgt 


d"z ar n( hl) | 
_.- 92) — Es :) +(n—1)g' (x) (2) Legal) (2)h(z) 
dx" ’ . \ i \ 
und 
d"+!z = y prihlz 
= 9(€) a - +ng'(@)- ) +... +gz)h(z), 


dat! da"! 


und somit, da 
; nn a U \ 
g(X) = MA "ralro9l ++) 
Ist. 


/ d"z ko h/ d"='h(z :) j dr—2h 
\ =) za m de"! )+2 a ( 


da )\ 
Ns \ \ N / fi Fu 
+35(n—1)(n— 2)\ | ++ +n(n—] ...2.1(h(z)) 


der /, ’ NENNE 
und 
d"+t1z h d' 'h(a ) \ fr 0" 'h(z) 
Fn u U RA 9 
( da’! ), (= de" ), +2u( der! /, 
/ de 
+: 3n(n—1)(- % 1) ) +. +(n+1)n(n—1)...2.1(h(2) ” i 


woraus unmittelbar ersichtlich. dass 


d"z dr+1z 
(ae) (as 
da” /, dar t!/, 
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in 

m d" Y | dy d"—ıy 

(3.) f m = R(X)-+R,(X) Y+R,(X) —— tree R„-ı(Ä) u, 

dX dX dX" 

übergehen, worin R(X), R,(X), ..., R„_-,(X) um den Nullpunkt von X 
convergirende Potenzreihen bedeuten, deren kleinster Convergenzradius 
wiederum g ist, und wofür dasjenige Integral untersucht werden soll, das 
für X=0 mit seinen m—1 ersten Ableitungen verschwindet; es sei zugleich 
noch bemerkt, dass durch die eben vollzogene Transformation die Coef- 
fieienten der Reihe R(X) von den Anfangswerthen 7, 71, 25 +++, Nm-ı Aab- 
hängig werden. Die Substitution 

(6.) A =, 
worin z=0—0 eine positive Grösse bedeutet, in welcher Ö beliebig klein 
zu denken ist, führt die Differentialgleichung (5.), wenn Y durch y er- 
setzt wird, in 


. d" y 
(1.) — 


dı 4 
an IH +) + +) 
über, in welcher g(z), (X), ---, 9n-1(z) um e=0 herum convergirende 


gr 

Reihen sind, von denen der Convergenzradius der einen die Einheit, die der 
anderen gleich oder grösser als die Einheit sind, und für welche wiederum 
dasjenige Integral zu untersuchen ist, welches für = (0 nebst seinen m—1 
ersten Ableitungen verschwindet. Da nun vermöge dieser den Einheits- 
kreis einschliessenden Convergenzbereiche der Reihen die Moduln ihrer 
Coeffieienten ebenfalls eine eonvergente Reihe bilden missen, so lässt sich 
eine positive Grösse M angeben, unter welcher diese sämmtlich liegen 
müssen, und wir stellen nunmehr mit der Differentialgleichung (7.) zur Ver- 
eleiehung die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 


| —_ = Mll+st2+-)+Ml+2+2°4-)a 


dx 


mn 


+MA+ac+2°+.)3+.- + MN A+c+2°+)2 
VUer 


lz u 
(9.) nn = 1 z (l4tms) 


wen d.c 


zusammen und mit dem oben näher bezeichneten Integrale von (7.) das- 
jenige Integral der Differentialgleichung (9.), welches für x = 0 selbst ver- 
schwindet; dann folgt aus (7.) und (8.) unmittelbar, dass 
dt, dt!z 
(10.) mod(- By ( ), 
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der + de’ wu 
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2.3 


da wieder 
(Z) a) 
dx’ B% dar! 
ist. Da nun aber das Integral der Differentialgleichung (9.), welches selbst 
fir = 0 verschwinden soll, durch die Beziehung 
1— (1— z)m 
(11) 1 
m(1— x)”" 
gegeben ist, oder durch die innerhalb des Einheitskreises eonvergirende 
keihenentwickelung 


M - 4 ’ M(Mm-+1)(Mm-+2 
(12.) i Mx+ (Mm+1) Be (Mm Au m-+-2) > 
so wird die Reihe 
; / j" y \ a" / dr+! 7 x n+]1 
(13. AIR: ji j Ä En 
(13.) Y dr” Yo m! de" +1 n (m 1)! . [7 


in welcher die Grössen 


), (4 d.x' =), 


aus der Differentialgleichung (7.) dureh successive Differentiation abgeleitet 
sind, einerseits ein formales Integral von (7.) mit den gegebenen Anfangs- 
bedingungen sein, andererseits vermöge der Ungleichheit (10.) eine min- 
destens im Einheitskreise convergente Potenzreihe darstellen, und es ergiebt 
sich somit in der angegebenen höchst einfachen Weise das von Fuchs auf- 
gestellte T'heorem, wonach die nach dem Cauchyschen Satze für die lineare 
Differentialgleichung (3.), in welcher die Coefficienten un 2 = a herum 
convergirende Potenzreihen bedeuten, stets existirende, in der Umgebung 
von 2=a convergirende Integralreihe, von den Werthen von y und dessen 
Ableitungen unabhängig, mindestens den Convergenzbereich besitzt, welcher 
der kleinste der Convergenzbereiche der Reihen r(z), r,(z), r,(x 
(z) ist. 

Für keine andere Klasse algebraischer Differentialgleichungen als 
für die linearen liefert diese Art der Vergleichung eine von den Anfangs- 
werthen des y und dessen Ableitungen unabhängige Convergenzgrenze. 
Denn sei 

a) eier (N 


dr dx’ 


J “ 


r 


m—1I\ 


gegeben, worin die Functionen y(z) um z=a herum innerhalb gewisser 
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jereiche convergirende Reihen bedeuten, und sei dasjenige Integral zu 
untersuchen, welches durch 


2 dy d" —1 y 
\ \ ! a s a 
(15.) (Y): -a —— 7, ( ed 71, a (+) AM N 


0 I nie z=a 
bestimmt ist, so wird zunächst wieder die Substitution 
(16) z-a=X, y-YıyınX+ X. ge 
2! (m—1)! 
die Differentialgleichung in die Form überführen 
“rn 


day sp: “ a | a 
dX" 


— Zıp(X) Y»(-- (Fr 
für welche dasjenige Integral in der Umgebung von X=0 zu untersuchen 
ist, welches durch 
| dY d"-ıy 

(18.) Mel "4 (Sr i 
bestimmt ist, und worin die Coeffiecienten der um den Nullpunkt von X con- 
vergirenden Potenzreihen w(X) nunmehr auch von den Anfangswerthen n, 
My » ++, Nm abhängen. Sei wiederum der kleinste der zu den Reihen g(x) 
oder w(X) gehörigen Gonvergenzradien 0, so wird die Substitution (6.), 
wenn wiederum Y durch y ersetzt wird, die Differentialgleichung (17.) in 

d” y „f dyxsr d"Iy \rm-ı 
(19,) ar er 


dar 

überführen, in welcher die Funetionen g(z) um zr=0 herum convergirende 
Reihen bedeuten, von denen der Convergenzradius einer derselben die Ein- 
heit, die der andern gleich oder grösser als die Einheit sind, und für welche 
dasjenige Integral zu untersuchen ist, das für = 0 mit seinen m—1 ersten 
Ableitungen verschwindet. Da man nunmehr wiederum aus oben angege- 
benen Gründen eine endliche positive Grösse M bestimmen kann, welche 
grösser ist als die Moduln der Coeffiecienten der Reihen g(x), so stelle man 
mit (19.) die Differentialgleichung 





dz s kn ae 
(20.) dt —— ZN I+c+2° +. )e2"...2 m—1 
oder 
(21.) ds Ze MM zn re tm Ey 
’ dx 1-xz / 


und mit dem oben näher bezeichneten Integrale dasjenige Integral der 
Difterentialgleichung (21.) zusammen, welches für x = 0 selbst verschwindet, 
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dann folgt aus (19.) und (21.) wieder unmittelbar, dass 


(22.) mod( ie ) ( en ) 


dae’*! () 


al 


ist, und es wird aus denselben Gründen wie oben das gesuchte Integral 


da 


der Differentialgleichung (19.) eine um z=0 herum convergirende Potenz- 
reihe sein, deren Bereich gleich oder grösser ist als der Bereich der für 
z=( selbst verschwindenden Potenzreihe, welche das Integral von (21.) 

darstellt; es fragt sich nun, ob der Convergenzbereich der letzteren Reihe 
wiederum der Einheitskreis sein kann, so dass das Integral der ursprüng- 
lichen Differentialgleichung (14.) mindestens den kleinsten der Convergenz- 
bereiche der Reihen g(z) besitzt, der also von den Anfangswerthen von y 
und dessen m—1 ersten Ableitungen unabhängig ist. Da aber die Diffe- 
rentialgleichung (21.) in die Form gesetzt werden kann 


dz dx 
(23.) — = MM, 
aut Aat +5? a: 
WOTIN Ey ae .y 895 Aus ou., Ay positive ganze Zahlen, O0 ausgeschlossen *), be- 
deuten, und somit für das gesuchte Integral 
[ \ Fr dz / . 
(24.) / ragen — -Mloe(1—r 


0 Aut za ei, 30 
folgt, so fragt es sich, wann die Umkehrung des Integrales eine Potenz- 
reihe von z liefert, welche den Einheitskreis zum Convergenzbereich hat: 
da aber log(1—x) im Einheitskreise die Werthe 0, ..., » durchläuft, so 
ist die Frage darauf redueirt, wie die ganze Function von z, welche den 
Nenner des Integranden bildet, beschaffen sein muss, damit die Umkehrung 
des Integrales 
(25.) RN... u 
A042 4... 4453 ? 

eine in der ganzen a-Ebene convergente Maclaurinsche Reihe darstellt; aber 
es ist bekannt, dass eine so beschaffene Umkehrung nur dann existirt, wenn 





*) Es ist klar, dass &, =0Ö sein muss, da, wenn in (19.) nicht auf der rechten 
Seite ein von y und dessen m—1 ersten Ableitungen unabhängiges Glied vorkäme, ver- 
möge der gewählten Anfangsbedingungen sämmtliche Ableitungen des Integrales fü 
2 = verschwinden würden. 
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die ganze Funetion von z eine lineare ist, was somit die Differentialgleichung 
(19.) auf den früher behandelten Fall der linearen Differentialgleichungen 
mter Ordnung zurückführt. 

Ich will auf die Bestimmung solcher Arten algebraischer Differential- 
gleichungen, für welehe sich vermöge des eben angewandten Vergleichungs- 
prineips für gleiche Anfangswerthe eine gemeinsame Convergenzgrenze der 
Integrale angeben lässt, nicht weiter eingehen und nur einen speeiellen 
Fall hervorheben, dessen Untersuchung ein sehr einfaches Resultat ergiebt. 

Sei die gegebene Differentialgleichung (19.) so beschaffen, dass die 
Dimension der einzelnen Posten 


YytyıtY2t + Y m—1 


nicht in zwei Posten dieselbe ist, wobei die rechte Seite der Differential- 


dy Ele y 
de’ "7 dam 


nur den Charakter einer ganzen Function dieser Grössen hat, so wird jedenfalls 


/ d"t+ y \ de d’+t!z 
mod(\ m 5 ( Ä ) 


da" + hr dx’ + l 


sleichung entweder eine ganze Function von 9, oder auch 


sein, wenn z als das mit x =(0 verschwindende Integral der Differential- 


eleichung 
dz M l 
DrR a 
(26.) dx 1—x 1-3 


definirt wird, und somit wird die um z= (0 herum convergirende Integral- 
reihe der gegebenen Differentialgleichung jedenfalls den Convergenzbereich 
des Integrales von (26.) 

(27.) z = 1-/1+2Mlog(1—z) 





besitzen, somit einen Convergenzkreis, dessen Radius durch die Auflösung 


der Gleichung 
1 


1 2» wi 
Sn oder tt= 1 —e 


gegeben ist, also für alle diese Differentialgleichungen nur von der Grösse 
M abhängt. 

Wir wenden nun die hier befolgte Methode der Beweisführung der 
Existenz der Integrale gewöhnlicher Differentialgleichungen auf partielle 
Differentialgleichungen an. 


log(1-) = — 
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Sei eine partielle Differentialgleichung mter Ordnung 


o"u f OU OU 

Sum == f\2:; 23. nz Zus U, A D ...0 0% ri “ 

OR, OR, Ur 

(28.) Ce “u ( u u 
f 

u, 
ÜOzZ inch Ozrm-lnz N” } 
Es = nz 





gegeben und werde ein Integral dieser Differentialgleichung gesucht, welches 


nebst seinen nach z, genommenen m—1 ersten Ableitungen für z,=a, in 
die Funetionen von 2. 25. .:.. 3, 


N / 2 \ a n u 
(u). =a, — WU, 22, 3 . . 0.8 2 u): ( ‘ hr ‚ ) — WU; 23, Er . .0.. a; P} 
er | 
1 = 
(29.) 





or—iy | 
(= . 2 W450, By seen, 
übergeht, so soll gezeigt werden, 

dass, wenn die Functionen w,. ©. ..., @,_, in der Umgebung eines 
Werthesystemes a;. Q;, ..., a, nach ganzen positiven Potenzen von 3,—4,, 
3 —l;, ..., 2,—a, entwickelbar sind, und ferner die rechte Seite der partiellen 
Differentialgleichung in der Umgebung der Werthe a,, a, @;, .... a, und der 
für u und dessen Ableitungen aus (29.) und deren Differentialguotienten sich 


ergebenden Werthe 





a BETT En ([ ou \ FE 
u A Üdserlt j, ng ,, dr. ee... d,) zu b.. \ F « P — ( ); ‚da. oo... 47 J — b,. 
S, ar a 7 
/ ( m lyy \ r 
30 Z = W.—1\4 d, = Dh 
. ( zen 1 L) n 1 
nr? AT Fuy ( FA ER u ©; (z,. 4.3 zu) 
aını? ar: u; ’ n ) Kur b; / / 
9 re > FAR: a FREE 03”...03 # a 
l 2 u 1» Qsonon ko, 2 ‚ Dong 
worin A,+h,+ +4, — m, und die Combinationen 4, = U, 1,2, Mm, 


h=hy=..=4,=0 auszuschliessen sind, in eine convergente Taylorsche Reihe 
aller auf der rechten Seite der Gleichung (28.) befindlichen Grössen sich ent- 
wickeln lässt, dann auch das gesuchte Integral, welches den Bedingungen (29. 
Genüge leistet, nach positiven steigenden ganzen Potenzen von 3, —,, 
3 —43, 2.., 2,—a, entwickelbar ist. 

Um die Form des Beweises zu vereinfachen, führen wir neue unab- 
hängige Variable durch die Substitutionen ein 

(31.) 3-1 = 2, 2»2-m=Z, .., 3-0,=Z,, 


und eine neue abhängige Variable U durch die Gleichung 
Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 3. 25 
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U+w,(Z,+a;,, ... Z, ta, )+w, (Z,+a,, u. Z.+4,) it 








(32 \ 
Ya) 7: ig 
7% (Z,+4,, ...: Z,+4,) at tanılZet@, ..., Z „+@,)- (m- —ı)! ) 
dann wird die Differentialgleichung (28.) in 
orU oU oU o’U 
a ER rk „le. — Fr 
Id.) or omU 
> u Di 37") 





übergehen, in welcher der oben getroffenen Bestimmung zufolge dem Werthe 
Z,=0 jetzt die Werthe 
U OU om-i & 
(: 4 R 7 . = ee = I = = == 
34 F (q In ( oz, Z=V0 ( oZ! ZU =(- 32) 0 


Z =) 


also auch die Nullwerthe aller anderen auf der rechten Seite von (33.) 
enthaltenen Grössen entsprechen, deren rechte Seite ferner um die Null- 
punkte aller in ihr enthaltenen Grössen in convergente Potenzreihen ent- 
wiekelbar ist, und für welche gezeigt werden soll, dass das Integral, welches 
den Anfangsbedingungen (34.) Genüge leistet, nach positiven steigenden 
ganzen Potenzen von Z,, Z,, ..., Z, entwickelbar ist. 

Sind die Convergenzradien für alle Grössen der rechten Seite von 
(33.) sämmtlich grösser als die Einheit, so werden, da die Reihen für den 
Einheitswerth sämmtlicher Variablen convergiren müssen, die Reihen der 
Coeffieienten selbst eonvergent sein und somit ihre Moduln sämmtlich unter 
einer endlichen Grenze liegen; sind jedoch alle oder einzelne der Conver- 
genzradien kleiner als die Einheit, so sei der kleinste derselben, der also 
kleiner als 1 ist, R und r eine positive Grösse < AR, und man bestimme 
nunmehr zwei positive Grössen z und <<{r derart, dass auch noch 


u' } 7 i, $ PP u R . .. 
. <r Ist, was stets möglich, da a ME =( verschwindet und für 
x = x" der Einheit gleich wird, so dass 


! ! ! 


' 7 4 4 
u Bi Ar Bee = > Au er 
7 7 4 


sämmtlich kleiner als r sind. Setzt man nun 


6) »- ” u u Mi den Be 
(35.) Z, =, Az, u eis: Vlmxy, 


also 


oU p o’y 


Oz” 
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so wird die rechte Seite von (33.) um die Nullpunkte der in ihr enthaltenen 
Grössen 


oy oy 
T “ I» “ . . . My Q , — . . .. r : 
: 3 [ u» 9 } 4 b 
02, ah 
j2 “y C 7 y f "y 
( x’ “% . “ .. or" 1; x “ * . .. / ze 


in Kreisen convergiren, deren Radien grösser als die Einheit sind, und die 
Moduln ihrer Coeffieienten somit wieder unter einer endlichen Grenze liegen 
müssen; es wird somit der zu beweisende Fundamentalsatz nunmehr folgen- 
dermassen lauten: 

Wenn in der partiellen Differentiulgleichung mter Ordnung 


"a m 7 / ( Yy oy 
Pr — —. f en “ 6: Er; on a Y. ’ — “ .. #.“ i “ 
or" 1 ’ HR: or, ( Lu 
(36 | | | 
as O'y a. On yı 
( x’ “ Pe Br F r Z 2 1; F “ k.uw F 7 J 





die rechte Seite derselben um die Nullpunkte aller in ihr vorkommenden Grössen 
in eine convergente Maclaurinsche Reihe entwickelbar ist, deren Coefficienten- 
moduln unter einer endlichen Grenze liegen, so ezxistirt stels ein und nur ein 
um die Nullpunkte von &,, &:, ..., X, in eine comvergente Potenzreihe ent- 
wickelbares Integral dieser Differentialgleichung, welches nebst seinen m—] 
ersten nach x, genommenen Ableitungen für &, = V verschwindet. 

Beachtet man, dass die Anzahl der auf der rechten Seite der Diffe- 
rentialgleichung (36.) enthaltenen Ableitungen Ater Ordnung 


ulu+1)(u+2)...(u+4—1) 


.2.8..4 
ist und setzt 
N u(u-+1) u(u-+1)...(u+m—2) | 
38.) 147 be Bee er Er e 
und 
(38.) “u+1)...(u+m—1) ui 
ha 1.2...m 


so stelle man, wenn JM] eine positive Zahl bedeutet, welche grösser als der 
grösste Modul der Coeffieienten der Differentialgleichung (36.) ist, wiederum, 
ähnlich wie oben für gewöhnliche Differentialgleichungen, die partielle Diffe- 
rentialgleichung mter Ordnung (36.) mit der partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung 
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> = Mrs +Et+-ts+t24t-).-(i42,+224-) 
(l+v+v’+)(l+o+v’+--) + (1+0+v’+-) 
(14 _ -+(- 3) Eon \(1+- ta) +) Er 
‚aa \ Im a 
ng re Ha) + ) 


ee) 
(14; ey )+-) 
zusammen, worin die Reihe 1+e-+v’-+--- N-mal, die Reihen 


ZEN op N? 
Hr 
Or, 


Or, 








je an—1i-mal wiederholt werden, oder auch mit der partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung 





rRL.. Ov 
= Wirt t +2 +0 tot tot 
ar73 OR 
Bi 36: 3 6) ' a hen ) 

| da, Ti 

2) n 

_f ov Ov Oo 
+ x + 7 ++." +0+- te 
(40,) tt +2,+0+0+- Tan T d= ee Au 
OD Ov ov ) 

me Or, r oe, Oz, 

BE 





zusammen, worin in jeder der Klammern die Function oe N-mal, die Summe 


0 ö v . Li [ BZ 
36 + Fame He »—1-mal wiederholt ist, oder, was dasselbe ist, mit 
8 Lu 


je einer be partiellen Differentialgleichungen 














oo u; M a such, 
or, is (1—2,)1—r,)...(1—x,) (1—v)‘ 
(41.) 1 1 £ En 
" 2 Fl 9 2 TEE. 00 
O8, or, Or, 
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oder 


a il Fa 


1 1 en 





| er / © ov 00 N 
x. +27,+'. +7, HNo-+(n—1)\ - . ne u ) 


i 2 f » ’ fi L 





und man erkennt dann wieder durch den blossen Anblick der rechten Seiten 
von (36.), (39.), (40.), dass für das oben definirte Integral y und dasjenige 
Integral e der Differentialgleichung (41.) resp. (42.), welches für =, = 0 
identisch verschwindet, 


mh > + In 
) mil), .<(&) 
(43.) mod POOL EN Ka}. 


u 


ist. Da nun aber aus der Form der mit einander verglichenen partiellen 
Differentialgleichungen unmittelbar hervorgeht, dass 


en . r " ,) 
F ( m Az « Ati \ 


5) 
\ oE" rA a und \ F fr T ’ 


nach positiven steigenden ganzen Potenzen von &,, %;, ..., x, fortschrei- 


u 


tende convergente Reihen sind, deren Moduln für = 2, =:::-=r,=( der 


Ungleichung (43.) unterworfen sind, so folgt, dass es um die Nullpunkte 


VON %;, 3, ..., x, Sich erstreckende Bereiche giebt, innerhalb deren auch 


u > 


(44.) mod( ai . E ; E ( Otio\ 


pin + aAA+1l,/ 
zz vr.) \cr' d 


ist, und daraus ergiebt sich wiederum, dass, wenn das in Frage kommende 
Integral der Differentialgleichungen (41.), 
steigenden ganzen Potenzen von z&,, &, ..., z, fortschreitende Reihe ent- 
wickelbar ist — was wir nachweisen werden — dann auch das den auf- 
gestellten Anfangsbedingungen genügende Integral der Differentialgleichung 
(36.) mindestens in denselben Bereichen denselben Charakter haben wird. 

Setzen wir nun zum Zwecke der Integration der Differential- 


gleichung (42.) 


(45.) 2 =3, S;tmt +2, = 2, 


resp. (42.) in eine nach positiven 


so geht dieselbe in 





Ov M 
u: Ber, a 
1—3 —3,— Nb— (n—1)(u—1) Er 


» 
w ) 


über, für welche das mit z, identisch verschwindende Integral zu unter- 
suchen ist. 
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Setzt man 


(47,) ee, 
und 
(48.) 1-3, —2z—Ne = V-P, 
so geht die Differentialgleichung (46.) in 
(49.) (14 )(P+P 5) = MN 
über, für welche das durch die Anfangsbedingung 
(50.) (V),-. = 1+P-3; 


bestimmte Integral zu ermitteln ist. Setzt man nun zum Zwecke der Auf- 
findung dieses Integrales 


Ei oV oV MN 

Br \ a nos a he ci 

(51.) Y+P- 7 po, 1- 3% . 
so redueirt sich die Differentialgleichung (49,) auf die lineare Differential- 
sleichung 

(52.) p “ P- —UNP- — = —g(yg+MN), 


deren allgemeines Integral sich üb Bekhihitehh Methoden in der Form ergiebt 


(53)  s1+p-MNlog(p+MN) = w(2,+Plog en, 
worin für unseren Fall die willkürliche Function ® so zu bestimmen ist, 
dass, wie aus (50.) und (51.) ersichtlich, 

(54.) Go = 1-2 
wird oder dass nach (53.) der Gleichung identisch genügt wird: 
(55.) 1-2»—-MNlog(1+NN-2) = w(2+Plog(1+MN—-2,)—-Plog(1-3,)). 

Setzt man nun das Argument der ®-Funetion gleich 2 und drückt 

durch Umkehrung z, durch t aus, so erhält man vermöge der Gleichung 
(55.) den analytischen Ausdruck für w(t), und daraus unmittelbar vermöge 
(53.) und (55.) durch eine einfache Betrachtung”) %, also auch ®e mit der 
Anfangsbedingung, dass dasselbe für z,=0, also x,=0 identisch verschwindet, 
als eine nach positiven steigenden ganzen Potenzen von ©, &, ..., =, fort- 
schreitende in bestimmten Bereichen convergente Reihe — wodurch der 
oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. 


*, 5. meine Arbeit: Ueber den Existenzbeweis der Integrale partieller Differential- 
Bd. 42. 


gleichungen. Mathemat. Annalen, 
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Wir wollen nun, nachdem der Beweis für die Existenz der Integrale 
beliebiger partieller Differentialgleichungen mter Ordnung auf genau den- 
selben Prineipien wie für gewöhnliche Differentialgleichungen aufgebaut 
worden, jetzt auch dieses Prineip für Zineare partielle Differentialgleichungen 
zu verwerthen suchen und feststellen, ob analoge Sätze zu den oben für 
lineare gewöhnliche Differentialgleichungen in Betreff der Convergenzgrenze 
der Integrale hervorgehobenen existiren. 

Sei die lineare partielle Differentialgleichung vorgelegt 


om u ou ou . ou ou 

Azm — A+ A,u+A, Ar — ”.. E. A, . < u B, - 2 +B, - > E 

R° er IR, “u "u , S 
(56.) | . ( m u fr 4 7 
BER BER Yan 
2: oe) Nr 





l 2 "U 


und werde ein Integral gesucht, welches nebst seinen nach z, genommenen 





m—1 ersten Ableitungen für z,= a, in die Funetionen von 2, 23, ..., 2, 
/ OU / \ 
(Wa = WB » +05 3u): (- ® ) =0,(3, -.., 3,), 
(91.) 
( Ou \ = 
\rz J = O1 \® u, 
“u Zı — 


übergeht, so ergiebt sich zunächst aus dem oben bewiesenen Satze bei Be- 
achtung der linearen Form von (56.), 
dass, wenn die Functionen w,., ©. ...., @,_, in der Umgebung eines 


Werthesystemes a,. a, .... a, nach ganzen positiven Potenzen von 3,—A,. 
3 y u I 2 


z,—a, entwickelbar sind und ferner die Darstellungen der Üoefficienten A, 
BE Ban O, D der rechten Seite der Differential- 


gleichung in der Umgebung der Werthe a, a, ..., a, nach ganzen posiliven 


u 
Potenzen von 3, —4, 3—4, ..., 2,—a, fortschreiten, dann auch das gesuchte 
Integral, welches den Bedingungen (51.) (renüge leistet, nach positiven ganzen 


Potenzen von 3 —4, »—Gh, ..., 3,—a, entwickelbar ist. 


Macht man nunmehr wieder auf die Differentialgleichung (56.) die 
Substitutionen (31.), (32.), so geht dieselbe in 


orU LaU- AU | 1 U: u | ER: . 
7 ==> & —(/ ——- (I - -—L..,% Ü u 2 - l . 2 . 
( zZ" ) 0 | 1 - Z, | rg u; 7 r 93 7° [?2 j Zi 7 
d8. | | 
( ) ) { I N f 1 
A - + ... nf 
| 4 ‘ Bi k A | ( Zu 





über, in welcher den getroffenen Bestimmungen zufolge dem Werthe Z, = 0 
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jetzt die Werthe 


OU \ or—1U 
(59.) VW, ). we i=0 


entsprechen, und für welche die Coeffieienten &, &, &, ».., us Pr Par +++; 
Ys :+., 0 um die Nullpunkte von Z,, Z,, ..., Z, in convergente Potenz- 
reihen entwickelbar sind. 

Mögen nun bei Ausdehnung des Öonvergenzkreises, der zur Variabeln 
Z, gehört, bis zur äussersten Grenze (bei zugehöriger Zusammenziehung 
der Convergenzbereiche für die anderen Variabeln) die Convergenzradien 
der « Variabeln für die Coefficienten @, P, ..., Y, Ö mit 

Bit 


A ne 8 


bezeichnet werden, und sei go, der kleinste der auf die Variable Z, bezüg- 
lichen Convergenzradien AR,,, AR. ..., so nehme man für die Variabeln 
Zi, Zu ..., Z, solche Bereiche um die Nullpunkte, für welche sämmtliche 
Coefficienten, wenn die Variable Z, aus dem durch e, bezeichneten Bereiche 
genommen wird, convergiren, und bezeichne die Radien dieser Öonvergenz- 
we ‚0. Um nun den durch die Kreise mit den Radien 


kreise mit 0; 
Bu cc ra gemeinsamen Convergenzraum aller Coefficienten 


der Differentinlgleichung (58.) mit den Einheitskreisen in Beziehung zu 


Fu) 


setzen, mache man die Substitutionen 


(60.) a rn ra ir A Ba 
worin 
2, =0,—0d,, n=0%-—0,, . . .. 2, =0,—0, 


positive Grössen bedeuten, in denen d\,, da, ..., Ö, beliebig klein zu denken 
sind, wodurch die Differentialgleichung (58.), wenn U durch y‘ ersetzt wird, 


[a 


a" y oy _| Oy ey o°y 
— - up = ? ß 2 : .—ı( r ö +h n P -+h. nm r gr 
dx" g | GYy-+gı om, Yu | VRR Or, 1 02° 2 Or, Or, + 
(61.) | | 
\ .) o”y oO" y 
.. —e _ _— In sa 
dam, +/ Or, 





übergeführt werden möge, in welcher g, 9 91 +++; Au ++, &, ..., f um 
2 =0, m =(,..., 2,=0 eonvergirende Potenzreihen darstellen und zwar 
von der Beschaffenheit, dass mindestens einer der Coefficienten der Differen- 


tialgleichung in Bezug auf x, den Convergenzradius 1, die übrigen einen 
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Convergenzradius grösser als die Einheit besitzen, während die zugehörigen 
Convergenzkreise in Bezug auf die Variablen x, z;. ..., @, entweder der 
Einheitskreis selbst sind oder diesen umschliessen, und für welche wieder 
dasjenige Integral zu untersuchen ist, welches mit seinen m—1 ersten nach 
x, genommenen partiellen Ableitungen für x, = 0 identisch verschwindet. 

Da nach dieser Transformation die Coefficientenreihen der Potenz- 
reihen 9, us Iiy +5 Rs 22, & 2.., f Selbst convergent sind, also eine 
positive endliche Grenze M angebbar ist, unter welcher ihre sämmtlichen 
Moduln liegen, und welche offenbar von den in den Anfangsbedingungen 
(57.) enthaltenen Constanten abhängig ist, so wird nach dem oben an- 
gewandten Prineip die Vergleichung der Differentialgleichung (61.) mit der 
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 


, ov M Ü u u 
(62) u, = ei) Nett or ET 


l 


für dasjenige Integral vo, welches für =, = 0 selbst rich Re 


/ Om+iy, ) 2 i )H In \ 

mod( 7 Ka (- PrR= ) 

liefern, und daher das in Frage kommende Integral der Difterentialgleichung 
(61.) jedenfalls innerhalb der um =; =:---=x,=0 beschriebenen Kreise 


wiederum 


r;= 


convergiren, welche die Convergenzbereiche des mit z&,—= 0 identisch ver- 
schwindenden Integrales der Differentialgleichung (62.) bilden, und es er- 
übrigt somit, nur das Integral der Differentialgleichung (62.) zu untersuchen, 
wobei es genügt, den Fall von zwei unabhängigen Variabeln x, und x, zu 
behandeln, für den 
N=]l n=2 
ist. 
Sei also die eg 


(63.) = ey (itetz2) 


vorgelegt, für welche das mit z,= 0 identisch verschwindende Integral 
untersucht werden soll, so liefert das totale Differentialgleichungsystem 


| (1-z,)(1—x,) (1—z,)(1—,) 
(64.) de, = — 7 de, = Mae) do 
die Integralgleichungen 
(65.) log(l+e)+2;=c, Mlog(l-z)—-z;+ hu = u 


Heft 3 





Journal für Mathematik Bd. CXII. 
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so dass das allgemeine Integral von (63.) in der Form enthalten ist 


(66.) log(I+e)+2; = p m log(1-2,)-2:+ 3 


2 
oder 


5) 
- 


\ 75 | 
Y,Mlog (1-2,)—2.+ — 


2 


(67.) e = —l+e”e 
worin g eine willkürliche Funetion bedeutet. Soll nun (v),-. identisch 
verschwinden, so erhält man zur Bestimmung von g aus (66.) die Beziehung 


2 x? 
/ß ER F 2 
(68.) Io = op (-2,+ >) 
oder, wenn 


(69.) - ht , also = 1+V1+2t 


.) 
gesetzt wird, 
(70.) y(t) = 14+V1-+2t, 
und es nimmt somit das gesuchte Integral nach (67.) die Form an 





(71.) .' ER, En Pan tet A hee, 


oder 


(12.) oa == —1+e 2 e! +? Mosa-e)+-1°, 





Dieses Integral ist nun in der That in der Umgebung von x, =, 
%,; = nach positiven ganzen Potenzen von z, und x, entwickelbar, indem 


ren v= —14 ee 14+(2Mlog(l-2,)+@ 1?) 





+ (Mg l-m)+m-DYi+--, 


und sich 


(74.) (2Mlog(1-x,)+(&—1)?)? 
in der angegebenen Weise darstellen lässt, hat aber, wie es bei gewöhn- 
lichen linearen Differentialgleichungen nach dem Satze von Fuchs sein 
musste, um &,=(0 nicht den Einheitskreis als Convergenzbereich, da der 


Ausdruck (74.) für z, = 0 in (2Mlog(1—x,)+1)° übergeht und die Gleichung 
(75.) 2Mlog(1-x,) = —1 


schon durch ein x, erfüllt wird, welches kleiner als Eins ist und von dem 
Werthe M abhängt. 
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Es lässt sich somit für lineare partielle Differentialgleichungen der 
Form (56.) aus dem Convergenzbereiche der Coeffieienten nicht auf Con- 
vergenzbereiche der Integrale schliessen, deren Ausdehnung von den Anfangs- 
bedingungen, d. h. den Üoeffieienten unabhängig sind, welche den Potenz- 
reihen von &;, &;, ..., x, angehören, in die das gesuchte Integral für x, = 0 
übergehen soll. 

Für den Fall von « unabhängigen Variabeln würde die partielle 
Differentialgleichung (62.) das totale System 














a d-2)0=2,)..d-au) 7, Hang 
76.) A (n—1)M r- 
id. 
_ _4-2)d1—2,)..(A-au) de Ad—z,)1—2,)...(loau, io 
” (n—1)M un M(1+Nv) ne 
liefern, so dass das allgemeine Integral von (62.) sich in der Form ergiebt 
] y \ , \ 
| —-log(1+Ne)+— nn an p\n—1)Mlog(1—z,)—-f(&:, %;, ..., X.) 
(77.) N n—1 > ” " 
| T3 Ts, LT, Ei 2; 


worin f eine ganze Function der eingeschlossenen Grössen bedeutet, und 
daher die obigen Schlüsse dieselben bleiben. 

Es ist aber leicht, die Frage zu beantworten, welcher Natur die 
Anfangsbedingung sein muss, der das Integral der Differentialgleichung (63.) 
genügen soll, damit der Convergenzbereich des Integrales der Einheitskreis 
sei unabhängig von der in den Coeffieienten der Differentialgleichung auf- 
tretenden Grösse M und unabhängig von der Wahl der numerischen Coeffi- 
cienten in der Anfangsbedingung, wenn diese nur die sogleich zu ermittelnde 
Form hat, wobei selbstverständlich vermöge des Satzes von der Existenz 
der Integrale diese Anfangsbedingung durch eine um den Nullpunkt con- 
vergente Potenzreihe von x, darzustellen ist. 

Sei also 


(18.) (d),,=0 = Wan +mX+-, 
so muss vermöge (67.) | 
(79.) (1+a,+49%+92+'-)e” = e -e 2) 
und daher für die Substitution (69.) 
(80.) eo = (14m+ta,(1+V1+2)+a,(14+/14+20°?+--Jeitt't* 


sein, so dass das gesuchte Integral nach (67.) die Form annimmt 
26* 
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lv = —1+/144m,+a,(14+V2Mlog(1—-2,)+(&—1)’) 


(81.) 
\ / una f: . ua," 
| +a,(1+1 2Mlog(1—-z2,)+(,—1)’) + | ea, 








und man sieht zunächst, dass wegen der geforderten Eindeutigkeit und End- 
lichkeit des Integrales innerhalb des Einheitskreises in (81.) nur gerade 
Potenzen der Grösse 





Y2Mlog(1—-2,)+(&—1) 


enthalten sein dürfen, und dass ferner die dann nach ganzen Potenzen des 
Argumentes 2Mlog(1—x,)+(2,—1)’ fortschreitende Reihe in der ganzen un- 
endlichen Ebene eben dieses Argumentes convergent sein muss. 

Setzt man somit 


(82.) Yi+2t = n, 
so muss die Funetion 
(83.) (l+a+a(1+n)+a(1+n)+--)e't" 


eine gerade in der ganzen n-Ebene convergente Function von n sein; setzen 

wir somit 

(84.) (l+a+a(1+n)+a(1+n)+-)e'*” = te ton? +31 ++, 

worin die Reihe auf der rechten Seite nur der Bedingung unterworfen ist, 

in der ganzen unendlichen Ebene convergent zu sein, so folgt vermöge (80.) 
(85.) er) = + (l+2 N) +R(I+2N’+---, 

und es wird somit das gesuchte Integral der Differentialgleichung (63.) die 

Form annehmen 

(v = -l1+e"ja,+a,(2Mlog(l-x,)+(2.—1)’) 

| +0,(2Mlog 1—-2,)+(&-1))+--], 

das in der That für x, innerhalb des Einheitskreises und für beliebig grosse 

endliche x, nach positiven ganzen Potenzen von x, und x, entwickelbar ist. 


(86.) 


\ 


Damit also die Differentialgleichung (63.) unabhängig von dem Werthe 
der Grösse M ein Integral besitzt, welches für x, im Einheitskreise und für 
beliebig grosse endliche x, convergirt, ist nothwendig und hinreichend, dass 
das Integral durch eine Anfangsbedingung der Form 


(57) Va = -I+te* lo +0(m 1’ +0; —-1)’+--! 


bestimmt ist, worin die nach Potenzen von x;—1 fortschreitende Reihe in der 
ganzen &,- Ebene convergent ist. 
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Man braucht aber, um ähnliche Untersuchungen anzustellen, nicht 
von der Normalform (63.) der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
auszugehen; wir wollen uns zunächst von der speciellen Funetionenform 
frei machen, unter welcher x, in die Coeffieienten der Differentialgleichung 
eintreten soll, und die Frage aufwerfen, wie müssen in der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 


Fa 


ov M M M OD 
A u A — W 3-4 ein a Ye (2) 
(88.) a: wor w(z)+ 2 v, (2)© ww we), 


die um z, = (0 convergirenden Potenzreihen w,(z,), w,(2;), w(z,), von denen 
die letztere im Nullpunkte nicht verschwinden soll, beschaffen sein, damit das- 
jenige Integral der Differentialgleichung (88.), welches für x, =(0 den Werth 
(89.) u = Wwl;) . 
annimmt, worin &(x,) eine ebenfalls noch näher zu bestimmende Potenzreihe 
von x, bedeutet, in Bezug auf x, als Convergenzbereich den Einheitskreis 
hat, während der Convergenzbereich von x, zu bestimmen sein wird. 
Da die Differentialgleichung (88.) das totale System liefert 


90.) Bin BR E 
(YUV) I—x, ver)  Ww@)tw(e,)e ' 


so wird deren allgemeines Integral, wenn p eine willkürliche Funetion 
bedeutet, durch 





f vıla 4% f w(X) | 
I) JS va) = we, ) 
oo. = —_e [ e: n( un 
h ! \T,) 
91.) j 
w,l(lx;) 
1 =/ w(x,) N? y 1 \ [ de, | 
Fe p\—. log( Ma } )) 
() FFYTE 


dargestellt, und es wird vermöge der Bedingung (89.) die Funetion g aus 
der Gleichung zu bestimmen sein 


; "va ER f 17 (2) PO 
(92.) y( ne 5) = e° wi(r,) (X) -4- / e? w(®,) an dr u 
Setzt man 
de 
C AL, FR 
us Sa % 


und sei 


(94.) vn) = +40 +0,84, 
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worin a, der Voraussetzung gemäss von Null verschieden ist, so wird 
nach (93.) 


(93.) I a+baitbait =1 
0 
und daraus 
(96.) IT, = al+cof+cP+--- 
in einem gewissen Bereiche um {= (0 herum convergent, somit nach (92.) 
(97.) yo = At+At+Al-+--, 


wobei zunächst der Bereich um {= 0 so weit zusammenzuziehen ist, dass 
für die entsprechenden z, die drei Funetionen w,(®;), w, (2), w(z,) zugleich 
convergiren, und daher der Gleichung (91.) zufolge 


(EI an, ä SU) ar, 
a _e: W(%>5) e? (x) yv,(z,) dx. 


0 v(z,) e 


(98) Sn 1 
fi +e län 14+4,(-Mlog(i-2)+ —- m+b,2i+--) 





Es A.(—Mlog(1-2,)+ = 2 +b2+) + ” \ 


Soll nun das Integral e für x, innerhalb des Einheitskreises, für &; 
innerhalb eines noch festzustellenden Bereiches um den Nullpunkt conver- 
giren, so muss zunächst, da für z,=1, »,=(0 das Argument der unend- 
lichen Reihe in e unendlich gross wird, die Reihe (97.) für g(t) in der 
ganzen unendlichen f-Ebene convergiren oder es werden die Functionen 
v2), W(2), v(z,) und w(xz,) so beschaffen sein müssen, dass die aus 
(92.) sich ergebende Y-Function den bezeichneten Charakter besitzt. Zu- 
nächst ist klar, dass, wenn g(f) eine in der ganzen unendlichen t-Ebene 
convergente Reihe sein soll, die Function w(z,) keinen kleineren Conver- 
genzbereich haben darf, als der kleinste der zu den Functionen w,(x;), 


w, (23), mer y gehörenden Bereiche, wie aus (92.) unmittelbar hervorgeht, 


wenn man beachtet, dass die Quadraturen innerhalb eben dieser Grenzen 
und die Exponentialfunetion unbeschränkt convergent ist, und dass dies 
somit eine nothwendige Bedingung dafür ist, dass das Integral in Bezug 
auf x, im Einheitskreise convergirt. Sind also w,(z,), w,(z,), w(z,) in der 
ganzen unendlichen Ebene convergent und verschwindet die letztere Function 
1 
vr,) 
vergenzbereich und es wird sie somit auch »(z,) haben müssen, wenn das 


nur in der Unendlichkeit, so hat auch die unendliche Ebene als Con- 
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Integral der partiellen Differentialgleichung um x, = (0 im Einheitskreise 
convergent sein soll, und zwar ist dann, wie aus (98.) zu ersehen, der Con- 
vergenzbereich dieses Integrales in Bezug auf x, ein beliebig grosser end- 
licher um den Anfangspunkt gelegter Kreis. 

Sind umgekehrt w,(z;) und w,(x,) in der ganzen Ebene convergirende 
Potenzreihen von a, und ist die das Integral bestimmende Anfangsfunetion 
w(z,) so beschaffen, dass sie ebenfalls in der ganzen x,- Ebene convergent 
ist, so wird offenbar, wenn die Umkehrung von (953.) x, als eine in der ganzen 
t-Ebene endliche und eindeutige Function von t liefert, gt) ebenfalls in der 

f 


ganzen t-Ebene endlich und eindeutig sein; ist nun w(z,) ebenfalls unbe- 
schränkt convergent, so wird es die Form haben 


(99.) v(%) = ta, 
in welchem Falle in der That 
dr. 1 a tar, a er 
(100.) /-—— = —loeg——2=t oder &,= —"-(e"—]1) 
a,+4,2, a, a, u. . 


ist, und es würde also die partielle Differentialgleichung die Gestalt annehmen 


0) M M \ M ı 0 
(101.) 7 = 1 ww vw (2,)o+ 1—x, (a,+ d, Ta) F x, . 





worin w,(2;) und w,(z,) beliebige in der ganzen Ebene convergirende Potenz- 
reihen und die den Anfangswerth des Integrales bestimmende Function »(=,) 
eine im Uebrigen beliebige, nur in der ganzen x,-Ebene convergirende 
Reihe sein muss. In der That ist das allgemeine Integral von (101.) in 
der Form enthalten 





fe [LEI 42, 
u a,t+a,X%o g > Aytra ap T, 
.» = —e 4a  ; “ - 0 2) dx, 
0 ad, r4,2, 
02) Aal 
wen (_Mogl-a)+ 
+e p che og ( MAT, a Lax 4 
0 ‚ A 12 


worin g durch die Gleichung bestimmt ist 


[re [ ıl2) 





dx A | an le 
(103.) ( - ) = er "er ()+ [ei ala 23) dx, 
"Mn Adene var, „ TUR, 
oder vermöge (100.) 
f fy. Ga Art _ a9 dt 
u) =e " 2 w (rel) 
\ a, a, 


(104.) 


Au at 


n _—e a dt 
I (2 =) (gu _%Ng 
== e 2 ww, a e Aare ( b, 
0 1 


a, 
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woraus unmittelbar ersichtlich, dass, weil w,, %,, ® als unbeschränkt ver- 
änderliche Potenzreihen vorausgesetzt worden, „(f) selbst in der ganzen 
unendlichen f-Ebene convergiren wird, und daher das gesuchte Integral für 
x, den Einheitskreis, für ©, die ganze unendliche Ebene zum Convergenz- 
bereiche hat. 

Aber es braucht w(x,) nicht in der ganzen unendlichen z,- Ebene 
zu convergiren, damit die Umkehrung von (93.) in der ganzen #-Ebene 


endlich und eindeutig ist, so dass also auch z. B. für w(z,) = VY1—r, oder 
w(z,) =VY1—x;, welche Beziehungen nach (93.) 


E ı? s 
(105.) 2, =t-—- T oder 2, = sint 
liefern, die beiden partiellen Differentialgleichungen 
ov M M M _ ov 
(106. nl aan vr 
(106.) EPn ver w.(E)+ war y(m)e+ | Y1—-e; 32 
oder 
u ar aM 2 | M BE, m N en Ov 
(107.) de TER VE) + 135 vw (2)0 + Ta Y1-e; Be 


unter der Voraussetzung, dass w,(a,) und w,(x,) in der ganzen x,- Ebene 
convergent sind, die Eigenschaft haben, dass diejenigen ihrer Integrale, 
welche für &, = 0 in eine Function von x, übergehen, die in eine unbe- 
schränkt convergirende Reihe entwickelbar ist, für x, den Einheitskreis 
zum Uonvergenzbereich haben, während der Convergenzbereich in Bezug 
auf x, durch die Convergenz des Integrales (95.) bestimmt ist, also für die 
beiden hier gewählten speciellen Fälle wiederum der Einheitskreis ist. 

Es braucht endlich kaum hervorgehoben zu werden, dass die Be- 


dingung der in der ganzen t-Ebene endlichen und eindeutigen Umkehrung 
1 


Ri)’ 
so dass sich nach (93.) x; = 1—-Yt+1 ergiebt, so ist unmittelbar aus (92.) 
ersichtlich, dass, wenn w,(z,), Y,(&,), sowie die das Integral bestimmende 
Function &(z,) in der ganzen Ebene convergirende, nach positiven ganzen 
Potenzen von (1—x,)’ fortschreitende Reihen bedeuten, das in Frage kom- 
mende Integral für x, innerhalb des Einheitskreises, für x, innerhalb der 
ganzen unendlichen Ebene convergiren wird. 


von (93.) nur eine hinreichende war; denn wählt man z. B. w(z,) = — 
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Ueber die singulären Lösungen der algebraischen 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 


(Von Herrn M. Hamburger.) 


Die singulären Lösungen einer algebraischen Differentialgleichung 
erster Ordnung 
fe 9 y)=d, 
wenn sie vorhanden sind, genügen bekanntlich der Diseriminantengleichung 


de, y) =, 
die durch Elimination von y’ aus den beiden Gleichungen 


“ of(z, y. y') 
f(«, Yy,y)=V\, X - y' BL. 


erhalten wird. Im Allgemeinen wird jedoch keines der Gebilde, welche 
die Diseriminantengleichung enthält, eine Lösung der Differentialgleichung 
darstellen, also überhaupt keine singuläre Lösung existiren, da zur Existenz 
einer solchen eine leicht aufstellbare Bedingungsgleichung erfüllt sein muss. 
Geht man andererseits nach Zagrange, der zuerst den Zusammenhang 

der singulären mit der allgemeinen Lösung dargelegt hat, von der primi- 
tiven Gleichung 

F(z, Y; C) =V 
aus, wo © die willkürliche Constante bedeutet, so wird die Discriminanten- 
gleichung 

D(x, Yy) 2 Ö, 
die durch Elimination von C aus den beiden Gleichungen 
oF(z, y, C) 


— () 
oU 


F(«, Y; C)=0, 


hervorgeht, im Allgemeinen die singulären Lösungen der aus der primitiven 
Gleichung abgeleiteten Differentialgleichung erster Ordnung darbieten. 
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Der scheinbare Widerspruch, der hier vorliegt, hat die Herren Dar- 
boux und Cayley*) zu neuer Aufnahme der Untersuchungen, die die Theorie 
der singulären Lösungen zum Gegenstande haben, veranlasst. Die erlangten 
Resultate haben wichtige Aufschlüsse über die geometrische Bedeutung der 
beiden erwähnten Disceriminantengleichungen ergeben, so weit sie keine 
Lösungen der Differentialgleichung liefern. Allein eine befriedigende Er- 
klärung des gedachten Paradoxons können wir in den Auseinandersetzungen 
beider hervorragenden Mathematiker nicht finden. Denn wenn Herr Dar- 
bou«**) die Frage damit zu lösen glaubt, dass er den Satz, jede Differen- 
tialgleichung erster Ordnung habe ein Integral von der Form F(z,y, 0) =0, 
wo F die Eigenschaften einer analytischen Function besitzt, als eine un- 
begründete Annahme bezeichnet, so lässt sich dies zunächst nicht vereinen 
mit dem Cauchyschen Beweis der Existenz von Integralen einer algebraischen 
Differentialgleichung mit beliebigen Anfangswerthen. Aber auch die Zu- 
lässigkeit der fraglichen Form der Integralgleichung geht, wie wir zeigen 
werden, aus der Existenz der allgemeinen Integrale partieller Differential- 
gleichungen hervor, die zuerst von Cauchy und in neuerer Zeit von Frau 
v. Kowalewsky und Herrn Darbouxz selbst durch strenge Beweise fest- 
gestellt ist. 

Herr Cayley**”) findet die bezeichnete Schwierigkeit durch den Um- 
stand beseitigt, dass die Integralgleichung gewöhnlich transcendent sei und 
transcendente Curven im Allgemeinen keine Enveloppe haben, und so wären 
die Ausnahmen in dem ersten Falle, dass nämlich die Differentialgleichung 
eine singuläre Lösung habe, auch Ausnahmen in dem anderen, dass eine 
transcendente Gleichung ein System von ÜCurven mit einer Enveloppe 
darstelle. 

Wie wir indess im Folgenden sehen werden, hat die Existenz von 
Enveloppen oder singulären Lösungen mit der transcendenten oder alge- 


*) Darboux, Sur les solutions singulieres des equations aux derivees ordinaires du 
premier ordre. Bulletin des sciences mathematiques t. IV, 1873, p. 158—176. Eine 
Anzeige der Resultate findet sich bereits in den Comptes Rendus 1870. 

Cayley, On the Theory of the Singular Solutions of the first order. Messenger 
of Mathematics. Vol. II, 1873, p. 6—12. Vol. VI, 1877, p. 23—27. 
**) Bull. des sc. math. t. IV, p. 167. 


***) \essenger of Mathematics vol. VI p. 23, 24. Vgl. auch Forsyth, Lehrbuch der 
Differentialgleichungen, übersetzt von Maser, S. 42. 
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braischen Natur*) der allgemeinen Integralgleichung nichts zu thun. Die 
Eigenschaft eines Systemes von Curven, Enveloppen zu besitzen, folgt näm- 
lich bereits aus dem Verhalten dieses Systemes in einem beschränkten Ge- 
biete der unabhängigen Variablen, innerhalb dessen gültige Darstellungen 
dieser Curven existiren. 

Wenn man nun, was bei der herkömmlichen Ableitung der Enve- 
loppen aus der primitiven Gleichung nicht geschieht, in analytischer Form 
genau die Bedingung feststellt, unter welcher ihre Diseriminantengleichung 
D=0 keine eigentliche Lösung der aus der primitiven Gleichung abge- 
leiteten Differentialgleichung liefert**), so zeigt sich in der T’hat der eigen- 
thümliche Umstand, dass, wenn die Differentialgleichung in allgemeinen 
Coefficienten angesetzt wird, die Integralgleichung die besondere Beschaffen- 
heit hat, dass das sie repräsentirende Uurvensystem keine Enveloppe be- 
sitzt. Der Fall der Regel in der Differentialgleichung bedingt also einen 
Ausnahmefall in der Integralgleichung und umgekehrt: Wenn die Integral- 
gleichung in allgemeinen Coeffiecienten gegeben wird, so bietet die aus ihr 
abgeleitete Differentialgleichung den Ausnahmefall, singuläre Integrale zu 
besitzen. 

Die Thatsache übrigens, dass ein und dieselbe Eigenschaft gewisser 
Gebilde in der einen Darstellung als allgemeiner, in der anderen als be- 


*) Dass ein System transcendenter Curven auch eine Enveloppe haben könne, da- 
für giebt Herr Cayley an der angezogenen Stelle selbst ein Beispiel, ein solches System 
nennt er allerdings deshalb „quasi algebraic“. Ebendaselbst findet sich Behauptung und 
Beweis des Satzes, dass ein System algebraischer Curven stets eine Enveloppe habe, also 
eine Differentialgleichung, die keine singuläre Lösung zulasse, keine algebraische Integral- 
gleichung zur allgemeinen Lösung haben könne. Die Unhaltbarkeit des aufgestellten 
Satzes zeigt schon das bekannte Serretsche Beispiel oder folgendes System algebraischer 
Curven 

(+y+0)’ = (e-y)", 
welches keine Enveloppe hat. Denn die Discriminantengleichung in Beziehung auf € 
ist 2—y=0 und die Differentialgleichung, der die Curvenschaar genügt: 
414 y)’-Ae-y)il-y)" = 0, 
wird durch 2&—y = OÖ nicht befriedigt. 

**) In der Dissertation des Herrn Schmidt „Ueber die singulären Lösungen von 
Differentialgleichungen erster Ordnung“, Giessen 1884, wird ebenfalls der Mangel der 
gewöhnlichen Ableitung der Enveloppen gerügt, aber nur bemerkt, dass unter gewissen 
Umständen die Discriminantengleichung D=0 auch partieuläre Lösungen liefert, da- 
gegen der Fall, wo sie gar keine Lösung darstellt, wiewohl er bei der Anführung des 
Serretschen Beispiels gestreift wird, nicht aufgeklärt. 
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sonderer Fall erscheint, steht nicht vereinzelt da. So hat eine Curve in 
Punkteoordinaten, mit allgemeinen Coefficienten angesetzt, keine Doppel- 
punkte. Wird dagegen die Gleichung einer Curve in Liniencoordinaten 
gegeben, so müssen die Coefficienten eine gewisse Bedingung erfüllen, da- 
mit keine Doppelpunkte existiren. Das Umgekehrte gilt rücksichtlich der 
Existenz von Doppeltangenten. 

Die Existenz einer Enveloppe hängt in der That lediglich von der 
Natur der Curvenschaar ab und nicht von ihrer Darstellung. Von der Dar- 
stellungsform hängt nur ab, ob die Existenz oder Nichtexistenz einer Enve- 
loppe als der allgemeinere Fall erscheint *). 

Zunächst von der Differentialgleichung ausgehend, werden wir uns der 
Prineipien bedienen, die der wichtigen Abhandlung des Herrn Fuchs „Ueber 
die Differentialgleichungen, deren Integrale feste Verzweigungspunkte be- 
sitzen“ **) zu Grunde liegen. Ihre wesentliche Bedeutung liegt in der Zer- 
legung der Diseriminante / der Differentialgleichung in ihre linearen Theiler 
und in der Entwickelung der verschiedenen zusammenhängenden Zweige von 
y als algebraischer Function von y, wie sie durch die Differentialgleichung 
gegeben ist, in Reihen, die nach Potenzen eines solchen Theilers y—n fort- 


*) Herr Fine hat in einer Abhandlung „Singular Solutions of Ordinary Differential 
Equations“ (American Journal of Mathematics vol. XII, 1890, p. 295 ff.) die Frage eben- 
falls auf analytischem Wege zu lösen versucht. Das Ergebniss, zu dem er gelangt: „die 
singuläre Lösung einer Differentialgleichung sei ebenso wenig im eigentlichen Sinne eine 


schen j dı ' 
l,ösung, wie die willkürliche Function x eine solche der Gleichung a u LE 
C 


ist offenbar dem wirklichen Sachverhalt nicht entsprechend; x = OÖ wäre allerdings keine 
Lösung, aber auch keine Enveloppe der durch die Differentialgleichung repräsentirten 
Curvenschaar. Wenn ferner Herr Fine behauptet (p. 296), dass in den Punkten auf 
A= 0 die Entwickelung von y nach Potenzen von x im Allgemeinen divergent wird, 
so gilt dies doch nur, wenn man sich auf ganze Potenzen beschränkt. Wie aber weiter 
unten gezeigt wird, giebt es, einzelne dieser Punkte ausgenommen, in allen übrigen 
Punkten von 4= 0 Entwickelungen nach gebrochenen Potenzen, welche die durch diese 
Punkte gehenden Curvenzweige als Lösungen der Differentialgleichung darstellen. 

**) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1384, Bd. 32 p. 699 ff. Wir verweisen 
noch auf die für das eindringende Verständniss der Fuchsschen Arbeit sehr werthvolle 
Dissertation des Herrn Wallenberg: „Beitrag zum Studium der algebraischen Differential- 
gleichungen erster Ordnung ete.“, Halle 1890, worin insbesondere diejenigen behandelt sind, 
welche die Ableitung bis zum dritten Grade enthalten. Die ganze Arbeit, von der die 
Dissertation nur den ersten Theil enthält, ist in der Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, Bd. XAXV erschienen. 
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schreiten, und deren Coeffieienten, ebenso wie 7, von x abhängig sind. Inte- 
grirt man die in dieser Form erhaltenen Differentialgleichungen mit der Be- 
stimmung, dass für einen willkürlichen Werth e von = das Integral y mit 
übereinstimmt, so erhält man jeder Gruppe von zusammenhängenden Zweigen 
von y' entsprechend eine Darstellung von y—n durch eine Reihe, die nach 
Potenzen von z—c fortschreitet, falls eine solche überhaupt existirt. Der Ex- 
ponent der niedrigsten Potenz in diesen Reihen, ob er nämlich in allen nieht 
grösser oder in einigen grösser als 1 ist und der andererseits eintretende 
Fall, dass gewisse dieser Darstellungen sich auf y—n = (0 redueiren, bilden 
charakteristische Merkmale dafür, dass y=n kein Integral oder ein singu- 
läres Integral, also eine Enveloppe einer Schaar entsprechender Integral- 
curven, oder endlich ein particuläres Integral darstellt, wobei die beiden 
letzteren Eigenschaften vereinigt sein können. 

Den Schluss des ersten Abschnittes bildet der Nachweis, dass jede 
algebraische Differentialgleichung erster Ordnung und »ten Grades in Be- 
ziehung auf y' eine Integralgleichung zulässt, welche in der Umgebung 
eines willkürlichen Werthepaares 2=a, y=b, wobei nur eine Anzahl iso- 
lirter Werthepaare ausgeschlossen ist, auf unendlich viele Arten in der Form 

F(z, y, €) = 0 
dargestellt werden kann, worin F eine ganze Function »ten Grades in Be- 
ziehung auf die willkürliche Constante CE und die Coeffieienten nach ganzen 
positiven Potenzen von 2—a, y—b fortschreitende und einen gewissen Uon- 
vergenzbereich besitzende Reihen sind. 

Im zweiten Abschnitte legen wir eine endliche Gleichung 

Fa, 4, 6) = 0 
vom Grade » in Bezug auf © und analytischen Funetionen von x und y 
als Coefficienten der Potenzen von C zu Grunde und leiten daraus durch 
Elimination der Constanten die Differentialgleichung ab, welche im Allge- 
meinen sich durch einen von y' unabhängigen Factor von der algebraischen 
Differentialgleichung unterscheiden wird, der die primitive Gleichung der 
Voraussetzung nach genügen soll. Hierbei zeigt sich, dass die durch Eh- 
OF(z, y,€) 
oc 
minantengleichung D=0 die abgeleitete Gleichung zwar stets befriedigt, 
aber darum doch nicht als Integral betrachtet werden kann, falls mit 
D=0 nur der erwähnte von y' freie Faetor verschwindet, während der 


mination von C aus F(z, y, C)=0 = (0) hervorgehende Diseri- 
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eigentlichen Differentialgleichung durch D=0 nicht genügt wird. Damit 
ist die Bedingung festgestellt, wann die durch F(z, y, C)=0 repräsentirte 
Curvenschaar keine Enveloppe hat. Indem wir hier ebenfalls auf die linearen 
Theiler y—n von D eingehen und die verschiedenen Zweige von C als 
Funetionen von y in Reihen nach Potenzen von y—n mit von x abhängen- 
den Coefficienten entwickeln, ergeben sich durch Umkehrung ebenso viele 
Darstellungen von y—n nach Potenzen von 2—c, wobei C derart partieu- 
larisirt wird, dass für den willkürlichen Werth e von z, y mit n überein- 
stimmt. Hinsichtlich dieser Reihen, insofern ihre Form oder Existenz charak- 
teristische Merkmale für die fragliche Beschaffenheit der Curve y=n dar- 
bieten, finden sich die aus der Betrachtung der Differentialgleichung ge- 
wonnenen Ergebnisse bestätigt. Da somit die von der Integralgleichung 
und der Differentialgleichung ausgehenden Untersuchungen zu übereinstim- 
mendem Ziele führen, verliert die Behauptung einer angeblichen Incongruenz 
beider Betrachtungsweisen jede Berechtigung. 

Den folgenden Entwickelungen schieken wir noch eine allgemeine 
jemerkung über die einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 
genügenden Funetionen voraus. 

Briot und Bouquet haben in ihrer berühmten Abhandlung, die zuerst 
im Journal de l’Eeole Polytechnique cah. 36 erschienen ist, den Satz be- 
wiesen, dass die Differentialgleichung 


eine Lösung hat, welche für e=x, den Werth y, annimmt und sich in 
eine nach ganzen positiven Potenzen von x2—x, fortschreitende Reihe 
y=P(z—ıx,) entwickeln lässt, falls f(x, y) in der Umgebung von = x, 
y=y, eine Darstellung durch eine nach ganzen positiven Potenzen von 
2 — =, 9—y, fortschreitende Reihe gestattet. Es wird dann weiter behauptet, 
dass eine andere Lösung y, die für e=z, in y, übergeht, nicht existirt. 
Stellt man nämlich das zweite Integral, falls es existirt, in der Form 
y+3 =W(z—-x,)+3 dar, so dass z für =, verschwindet, dann genügt 
z der Differentialgleichung 
EZ = fa, Be-a)+3)-/la, Bla-a)) = 3"9@, 3), 

wo m eine von Null verschiedene positive ganze Zahl ist und p in eine nach 
ganzen positiven Potenzen von z—x,, 3 fortschreitende Reihe entwickelbar ist. 


RE 





die für = x, verschwindet. 


von 3 für e=z, unendlich werden müsste: 


eienten in dieser Reihe verschwinden. 


Stellt man indess die Forderung, 
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Aus der Form dieser Gleichung schliessen Briot und Bouquet, dass ihr ausser 
3 =() keine Function z genügen könne, die für x = x, verschwindet. 
Schluss ist, wie Herr Fuchs in seiner Abhandlung „Ueber die Werthe, 
welche die Integrale einer Differentialgleichung erster Ordnung in singulären 
Punkten annehmen können“ gezeigt hat, nicht ohne Weiteres richtig. 
existiren vielmehr im Allgemeinen unendlich viele solche Integrale, die 
dadurch ceharakterisirt sind, dass für x, als Funetion von 
ein Punkt der Unbestimmtheit ist. 
das Integral z nach Potenzen von 2— x, entwickelbar sei, dann ist in der 


Dieser 


Es 


betrachtet. 3 = 0) 


dass 


That 3=0 die einzige obiger Differentialgleichung genügende Function, 
Denn zunächst könnte in einer solchen Ent- 
wickelung von z weder eine negative noch eine gebrochene Potenz von 2, 
vorkommen, da im ersten Falle z selbst, im zweiten eine endliche Ableitung 
aus vorstehender Differential- 
gleichung folgt aber durch fortgesetzte Differentiation, dass für = x, mit 
z auch sämmtliche Ableitungen von z verschwinden missen. Setzt man 
aber für z eine nach ganzen positiven Potenzen von 2 —x, fortschreitende 
Reihe, so folgt aus der eben gemachten Bemerkung, dass sämmtliche Coeffi- 


Somit bleibt der Briot-Bouquetsche Satz mit der Modification bestehen, 


dass der Differentialgleichung 


Es sei 


(1.) 


dy 1° | 
U = fa, y) 


worin f(z, y) in der Umgebung von 2=xz, y=y, in einer nach ganzen 
positiven Potenzen von 2—x,, y—y. fortschreitenden Reihe darstellbar ist, 
nur ein einziges nach Potenzen von z— x, entwickelbares particuläres Inte- 
gral y genügt, das für e= x, den Werth y, annimmt, und zwar ein solches, 
das nach ganzen positiven Potenzen von 2—x, fortschreitet. 


y"+Ay" "+ rA, 
die vorgelegte Differentialgleichung vom »ten Grade in y', deren Coefficienten 
ganze rationale Functionen von z und y ohne gemeinsamen 
Theiler sind. Die Gleichung ist in Beziehung auf y’ als irreductibel vor- 


[(z, 9 y)= 
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ausgesetzt. Durch Elimination von y’ aus den Gleichungen 


Pa Off, Y, y') Bi 
f(&, Y, y)=Q, Oy' —=0 





gehe die Diseriminantengleichung 
3m UV 


hervor, welche die Bedingung liefert, dass mehrere Wurzeln y' der Glei- 
chung (1.) einander gleich werden. 

Es sei nun y=n eine Wurzel der Gleichung #=0 und n zunächst 
eine solehe Function von x, dass A, nicht identisch verschwindet, wenn y 
durch n ersetzt wird, so werden durch die Gleichung 


(2.) f(&, 7, y) = 0 
innerhalb des Convergenzbezirkes von n in der &-Ebene um einen Punkt 
z=.a, in dessen Umgebung n durch eine nach ganzen positiven Potenzen 
von 2—a fortschreitende Reihe darstellbar ist, » wohlbestimmte Functionen y' 
definirt, von denen keine identisch, d. h. für jeden Werth von z, unendlich 
wird, einige aber mit einander zusammenfallen werden. Es mögen nun 
p Wurzeln der Gleichung (2.) in y’ gleich & werden, wo Z eine Function 
von x bedeutet, so giebt es p Functionen y', die der Gleichung (1.), als 
algebraische Gleichung zwischen y und y' mit von x abhängenden Üoeffi- 
cienten angesehen, genügen und für y=n in den gemeinsamen von x ab- 
hängenden Werth Z übergehen. Diese Funetionen y’ werden im Allgemeinen 
in Gruppen von zusammenhängenden Zweigen zerfallen, und eine solche 
Gruppe von «(=.p) Zweigen wird die Darstellung haben“) 
# +1 
y-5 = 9W-n)" +)" +, 
worin z wie « eine von Null verschiedene positive ganze Zahl bedeutet, 
und 9, 91, ... nach ganzen positiven Potenzen von z—a fortschreitende 
Reihen sind, von denen noch vorausgesetzt wird, dass g, nicht identisch 
verschwindet. 
Die vorstehende Gleichung schreiben wir 
ua Br) BP 


dx 


z+1 


d “ 
tat)" +. 


Wir nehmen nun zuerst den Fall, dass y=n kein Integral der vorgelegten 


*) Für das Folgende s. Fuchs, Berl. Ber. 1584. XXXII S. 701—103. 
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Differentialgleichung sei; dann ist nicht identisch € = 2 Setzt man 
y-ınTrW, 
so folgt 
au‘ m = |- rg tgat +, 
(4.) sg RE. nn RR 


En Re. AR g,u”+ yet 
ZITAT 
In dem betrachteten Bezirk der z-Ebene kann nun ein Punkt 2 = ce beliebig 


a Br wir ; a \ 
so gewählt werden, dass für ihn L-— nicht verschwindet. Die rechte 


Seite der Gleichung (4.) stellt also eine Funetion von x und » dar, welche 
in der Umgebung des Werthepaares 2=c, u=0 nach ganzen positiven 
Potenzen von 2—c und « entwickelt werden kann. Die der vorstehenden 
Differentialgleichung genügende Funetion z von », die für «= (0 den Werth 
c annimmt, lässt sich daher in der Form darstellen 


1 ” 
t-—ce= ——4u°+butr’+butrt' +... 


( Be din 


da / zum 





Durch Umkehrung dieser Reihe erhält man 


[74 





1 


' . . 
a=(y—-n)’ = V(e- or _,@-e) "+ Al - ce)’ +-- 


und durch Erhebung in die «te Potenz 
1 


d 1i+ — Ih A 
(1.) y—-n = (-) ‚@-9+r(@-0) F : +n9(@2—e) P —... 


Diese Gleichung stellt eine Gruppe von «@ im Verzweigungspunkte = = e 
zusammenhängenden Zweigen der Integralfunetion y dar, die den Werth 
n(ec), und deren erste Ableitungen den Werth {(e) im Punkte z=e ge- 


. i 2 d 0. : 
meinsam haben. Da hier für ©=e Tr von & verschieden ist, so be- 


rühren die Zweige einander in 2=c, ohne die Curve y=n zu berühren. 
Lässt man den willkürlichen Parameter ce sich stetig ändern in einem Ge- 
biete der x-Ebene, worin 7 und 5 eindeutig und stetig bleiben, so erhält 
man in (].) eine «-fach unendliche Schaar von sich berührenden Zweigen 
particulärer Integraleurven, die von der Curve y=n in den Berührungs- 
punkten geschnitten, aber nicht berührt werden. 
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Wir haben bisher angenommen, dass A, nicht identisch verschwindet, 
wenn y durch n ersetzt wird. Wird jedoch A=0 für y=n, so werden 
eine Anzahl Wurzeln y' der Gleichung (1.), etwa p, unabhängig von x, un- 
endlich. Unter den p der Gleichung (1.) genügenden Funetionen y', die 
alsdann für y=n unendlich werden, gebe es wieder eine Gruppe von « in 
y=n zusammenhängenden Zweigen, so lassen sich dieselben in der Form 


z 1 2 
vun) ty)’ + gm] +) 

darstellen, worin < so wie « eine von Null verschiedene positive ganze 
Zahl ist und gu, 91, ... nach ganzen positiven Potenzen von z—a fortschreitende 
teihen bedeuten, wenn unter a wie oben ein willkürlicher Werth verstanden 
wird, in dessen Umgebung n eindeutig und stetig verläuft. Von g, wird 
vorausgesetzt, dass es nicht identisch verschwindet. Aus der vorstehenden 
Gleichung erhält man nach Einführung der Substitution 


y-ıru, 
dx au*te—! 


du 





‚dn } 
g,—u* 75 +9, u+9,u’-+9,u°+ +-- 


Wählt man nun in dem betrachteten Bereich der z-Ebene einen beliebigen 
Punkt z=c, für den g, nieht verschwindet, so kann die rechte Seite obiger 
Gleiehung in einer nach ganzen positiven Potenzen von z—c und « fort- 
schreitenden, in der Umgebung von 2 =c, u=0 convergirenden Reihe dar- 
gestellt werden. Es giebt daher eine dieser Differentialgleichung genügende 
Funetion x von w, die in einer nach ganzen positiven Potenzen von « fort- 
schreitenden Reihe dargestellt werden kann und für «=0 den Werth e 
annimmt, nämlich 











u m a4 A yarrtıL.. 
ee... ee 
Durch Umkehrung erhält man 
a+x 
2 ‚8 PR E 
u=(yon)ı = YAM a0) 4a + 


und durch Erhebung in die «te Potenz 


a+% 





a+1 


IL) y-n = Y( an a0 4 dee) +, 


eine Gleichung, welche «&-+x Zweige einer Integralfunction y darstellt, die 





RE: 
TERN 


De EN N NE RER NNEERT EN 
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in = c ihren Verzweigungspunkt haben, in diesem Punkte den Werth n(e) 
annehmen, und deren erste Ableitungen in e=c alle unendlich werden, 


\ = dn h i 
also auch hier von dem (endlichen) Werthe gi verschieden sind. Die 


Zweige berühren also einander in e=c, ohne die Curve y=n zu berühren. 
Lässt man ce sich stetig ändern, so erhält man eine (@+z)-fach unendliche 
Schaar von sich berührenden Zweigeurven, die in den Berührungspunkten 
von der Curve y=n geschnitten, aber ebenfalls nicht berührt werden. 

Die Entwiekelungsformen (I.) und (II), sind die einzigen, welche 
statthaben, falls y = n kein Integral der vorgelegten Differentialgleichung (1.) 
ist; sie haben das charakteristische Merkmal gemeinsam, dass der Er- 
ponent der niedrigsten darin auftretenden Potenz von z—c nicht grösser als 
Eins ist. 


Es kann vorkommen, dass, wenn man in der Differentialgleichung (1.) 


y=— setzt, die Diseriminantengleichung der transformirten Differential- 


gleichung in Bezug auf # eine Wurzel z3= 0 hat. Wir sagen dann, y=x 
sei eine Wurzel von /=0(. Ist nun y= x nicht zugleich ein Integral der 
Differentialgleichung (d.h. 3=0 nicht ein Integral der transformirten), so 


e : a - a | 
gelten wieder, wie man sofort durch die Substitution y = — erkennt, die 


Ey 


a . “ . | 
Entwickelungsformen (I.) oder (II.), wenn nur in ihnen y—n durch er- 
| Y 


setzt wird. 

Endlich kann 4 einen von y unabhängigen Factor haben: ein linearer 
Theiler desselben sei e=a, dann ist in der Differentialgleichung x als 
Funetion von y zu betrachten; ist nun 2=a nicht zugleich ein Integral, 
so erhält man die Darstellungsformen von 2—a nach Potenzen von y—c, 
wenn man in (I.) oder (II.) x mit y vertauscht und 7 durch a ersetzt. 
Wenn 2=x eine Wurzel von /=0 ist, ohne ein Integral zu sein, dann 


tn z a 1 
ist in den genannten Entwickelungsformen y—n durch > und z durch y 
zu ersetzen. 


Wir gehen nun zur Betrachtung des Falles über, dass y=n, wo n 


eine endliche Wurzel von / = 0 ist, ein Integral der Differentialgleichung (1.) 
sein soll. Eine der Wurzeln y’ der Gleichung 


f(z, n, y) = 0 
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wird dann gleich es sein. Unter den Functionen y’, die der Gleichung (1.) 


genügen und für y=n den Werth Fi annehmen, möge eine Gruppe 


von @« im Punkte y=n zusammenhängenden Zweigen EN so wird 


diese die Darstellungsform (3.) zulassen, in der & durch ——- zu ersetzen ist. 
Man hat demnach 

& d N e Hr 

(8.) Zu 2 - m)“ +g(y—n) “ 


worin über 9, 9, +... das Frühere gilt und nr dass g, nicht 
identisch verschwindet. Die Substitution 


== n-+u” 
ergiebt 
Pe 


. ua t a7 +1 
ou 17 wrllhun Yu”—+g,u* 4... 
und hieraus 


- EEE 
6.). du g,+gu+g,u°’+ 


Hier sind zwei Hauptfälle zu unterscheiden: 
ea—1-2 20 und e-1-2<0 


1) «&-1-2 0, also, da z > 0 ist, 0<2Se-l, oder 0 <z<oe. 
Dieser Fall kann nur eintreten, wenn & >1 ist. 

Wird wieder ein willkürlicher Werth e in dem Eindeutigkeitsgebiete 
der x-Ebene für die Funetionen 9, 9, -.. so gewählt, dass g, für e=e 
nicht verschwindet, so lässt sich die rechte Seite von (6.) in eine nach 
ganzen positiven Potenzen von 2—c und « fortschreitende Reihe entwickeln, 
und der Differentialgleichung (6.) genügt daher eine Function z von u, die 
für «=0 den Werth e annimmt und folgende Darstellung hat: 





| @ | 
z—-c = | —— WR 
| (a—x)g, | \e=c rl 


Durch Umkehrung ergiebt sich 


A—H 


u=(y-n)‘ = y ae.  &@-0)°” +1,(@-0)°” + 


c=C 








und durch Erhebung in die «te Potenz 


a8 





ar 


(111) Ah, A V( .— > (2— eat s +J(2— ce) a+x 


ee ana a e zu ä pi 
ES N TE TEEN 
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Charakteristisch in der Entwickelungsform (III), die nur in dem Falle vor- 
kommen kann, dass y=n ein Integral der Differentialgleichung (1.) dar- 
stellt, ist, dass der Exponent der niedrigsten Potenz von x—c stets grösser 
als 1 ist. Die Gleichung (III.) stellt eine Gruppe von @—x (in dem hier 
betrachteten Falle — 1) im Verzweigungspunkte 2 = ce zusammenhängenden 
Zweigen einer Integralfunetion y dar von der Eigenschaft, dass im Punkte 
x = c für alle Zweige: 


5 ee (4) _ „0) 
Sc Euch TE Kr 


wo 4, falls «—-z>1, die grösste in — enthaltene ganze Zahl und, wenn 
@—z=]1, den Werth «@—1 bedeutet, so dass, da, wie oben bemerkt, «& hier > ] 
ist, 4 stets mindestens gleich 1 ist. Die Zweige haben also unter einander 
und mit der Curve y=n im Punkte ce eine Berührung ter Ordnung. Lässt 
man c eine stetige Aenderung erfahren, so erhält man eine (@e—z)-fach un- 
endliche Schaar von sich berührenden Zweigen, die in den Berührungs- 
punkten von der Curve y=n getroffen und dort berührt werden. y=n ist 
also eine Enveloppe dieser Schaar, oder ein singuläres Integral. Ist z= «—1, 
so redueirt sich die Anzahl der Zweige, die im Punkte e von der Curve 
y=n berührt werden, auf 1. In diesem Falle bildet also der bewegliche 
Punkt e für die Integrale, die aus der in (d.) dargestellten Gruppe von « 
zusammenhängenden Zweigen von y als Function von y hervorgehen, keinen 
Verzweigungspunkt*). 

It y=» eine Wurzel von /=0 und zugleich ein Integral der 


Differentialgleichung, so hat man y= — zu setzen und die Entwiekelung 


= 


von der Form (5.) anzusetzen, worin z’ für y und z für y—n zu substituiren 

. . ° ® .. %e» 1 ® 

ist. Ergiebt sich dann <<Ze, so erhält man für 3 = — eine Darstellung 
Y 


von der Form (IL), und y=» stellt eine Enveloppe dar. 

Ist endlich c—-a ein Theiler von / und z=a ein Integral, so ist 
z mit y zu vertauschen und die entsprechende Untersuchung anzustellen. 
Dasselbe gilt, wenn z=a ein Integral ist, ohne ein Theiler von / zu sein, 
und zugleich zwei Wurzeln y’' für = «a unendlich werden. 





*) Vgl. Fuchs, Berliner Sitzungsber. 1884. XXXI S. 705, wo das Eintreten dieses 
Falles oder des im Folgenden betrachteten «> «—1 als nothwendige Bedingung dafür 
auftritt, dass die Integrale der Differentialgleichung keine beweglichen Verzweigungs- 
punkte haben. 
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2) a—-1-2<0, also <>a—1 oder #2. 
Die Substitution y= n+u“ ergiebt dann aus (5.) 


du B 1 2 
—ı. —ı SE ntrnuatgpuW+--l, 


dx a 


wo jetzt z—(@—1) eine von Null verschiedene positive ganze Zahl ist. Nach 
der Bemerkung am Schlusse der Einleitung genügt der vorstehenden Diffe- 
rentialgleichung ausser «= 0 kein nach ganzen oder gebrochenen Potenzen 
von 2—c entwickelbares Integral, das für den willkürlichen Werth = e 
den Werth Null hat. Folglich genügt auch der Differentialgleichung (5.) 
kein nach Potenzen von xz—c entwickelbares Integral y, das mit n für 
den willkürlichen Werth z=e übereinstimmt, ausser y=n selbst. Dies ist 
eine Anzeige dafür, dass y=n ein particuläres Integral der vorgelegten 
Differentialgleichung ist; ausserdem kann diese Curve eine Enveloppe für 
eine Schaar von Integralen sein, die aus einer anderen Gruppe von Fune- 
tionen 3' hervorgeht, und in deren Darstellung von der Form (5.) z— «@—1 ist. 

Die Modifieationen, die für y=®x oder e=a als Wurzeln von f=0 
einzutreten haben, sind dieselben wie im vorigen Falle. 

Die vorstehenden Ergebnisse fassen wir, wie folgt, zusammen. 

Ist y=n eine endliche Wurzel der Diseriminantengleichung = 0, 
so sind drei Fälle möglich: 

l) y=n ist kein Integral der Differentialgleichung; dann lassen alle 
partieulären Integrale y, die in einem willkürlichen Punkte x = c der x-Ebene, 
bei welchem 7 eindeutig und stetig bleibt, mit 7 übereinstimmen, eine Dar- 
stellung von der Form 

y-n = P(@-e) 
zu, wo 'B eine nach positiven ganzen oder gebrochenen Potenzen von z—c 
fortschreitende Reihe bedeutet. In allen diesen Reihen ist der Exponent 
der niedrigsten Potenz von @—ec nicht grösser als 1. 

2) y=n ist ein singuläres Integral, d. h. eine Enveloppe einer Schaar 
partieulärer Integraleurven; dann giebt es eine oder mehrere Gruppen von 
in 2=e mit n übereinstimmenden und dort, falls die Gruppe nicht aus 
einem unverzweigten Integrale besteht, sich verzweigenden partieulären 
Integralen y, die eine Darstellung obiger Form zulassen und in denen der 
Exponent der niedrigsten Potenz von z—c grösser als 1 ist. 

3) y=n ist nur ein particuläres Integral oder zugleich auch ein 
singuläres, dann redueiren sich jedenfalls einige Darstellungen partieulärer 
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Integrale y, die mit 7 in e=c übereinstimmen, auf y-n=0, und in dem 
ersten Falle ist in den anderen Darstellungen überall der Exponent der 
niedrigsten Potenz von z—c nicht grösser als 1, im anderen Falle giebt 
es ausserdem particuläre in ze = c mit n übereinstimmende Integrale, in denen 
der erwähnte Exponent grösser als 1 ist. 

Für die eintretenden Modifieationen, falls /=0 eine unendliche 
oder von y unabhängige Wurzel =. hat, verweisen wir auf die früheren 
Angaben. 

Die Natur des Integrales y=n kann man übrigens unmittelbar an 
der Entwickelungsform (5.) für y' erkennen, die stets gilt, wenn y=n ein 
Integral der Differentialgleichung ist: 

# “+1 
ED = Hy" + an) ° + 
wo z und « positive ganze von Null verschiedene Zahlen bedeuten. 

n ist ein singuläres Integral, wenn z<Zc«, ein partieuläres, wenn 
zZ a ist, und beides zugleich, wenn Entwickelungen von der einen und 
anderen Beschaffenheit existiren. 

Man erkennt hierin die Bestätigung des Laplaceschen Kriteriums für 
singuläre Integrale, soweit es Integrale algebraischer Differentialgleichungen 
Nur 


. . Y ® oy' es 
betrifft. Denn in der That wird nur, wenn z<(e, dry =o für y=n. 
ist hier zu berücksichtigen, dass y' als eine mehrdeutige Function von y 

a REN . i a 01 
gleichzeitig solche Zweige haben kann, für welche : = x, und andere, 

ol 
für welche dieser Ausdruck endlich ist für y=n, und so ein und dasselbe 
Integral y=n zugleich singulär und partieulär sein kann. Vorausgesetzt 
ist natürlich noch, dass y=n überhaupt ein Integral ist, wozu nothwendig 


und hinreichend ist, dass eine der Wurzeln y' der Gleichung 
fa, n, y) = 0 


3 


I I Ze = 
mit — übereinstimmt. 


Wir bemerken noch Folgendes. Man kann die Diseriminante / auf 
die Form 
4 = P'O"R... 
bringen, wo P, 0, R, ... von einander verschiedene irreductible Polynome 
in z und y bezeichnen. 
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Es lässt sich nun zeigen, dass, wenn n eine Wurzel der Gleichung 
P=0 ist, die vom mten Grade sei, und zugleich y=n ein Integral der 
Differentialgleichung ist, auch y=n, ein solches ist, wenn 7, eine andere 
Wurzel von P=0 bedeutet. Denn der Voraussetzung nach ist identisch 


fe, N, =) en 
dn 


Indem man aber a und die höheren als (m—1)-ten Potenzen von 7 vermöge 


P=0 auf die Form -+a,7+'--+a,„_,n""" redueirt, geht diese Gleichung 
nach Fortschaffung des gemeinschaftlichen Nenners in 


Po+pın+ "+ pnNn" 2 0 


über, worin Pu, +++, Pm—ı ganze rationale Functionen von x bezeichnen. 
Wegen der Irreduetibilität der Gleichung ?P= (0 müssen diese Coefficienten 
identisch verschwinden, folglich besteht die Gleichung 


r(z, N, N PR 


für jede Wurzel der Gleichung P=0. Aber auch die nähere Beschaffen- 
heit einer Wurzel n, eine Enveloppe oder ein particuläres Integral zu sein, 
ist bei allen Wurzeln derselben Gleichung die gleiche. Diese hängt nämlich, 


wie bemerkt, von der Form der Reihenentwickelung (5.) für TE: nach 


Potenzen von y—n ab, die wir, indem wir y=n7-+v setzen, schreiben 


x “+1 


(7.) re = ®% "+g9ı% midpie 


Da nun, wenn y ein Integral bedeutet, 


re; N; )=0, f(z n+v, = + n)= 0 


zugleich bestehen, so erhält man, wenn man die zweite Gleichung nach 


d d = 
Potenzen von v und _ ordnet und a. durch n ausdrückt, nach Fort- 


schaffung des gemeinsamen Nenners 
d 
(8.) 0= I +huv” +ho- th - 3 + 


wo die rechte Seite ein Polynom in v und Z ist und die Üoefficienten 


hy, Au, ».. ganze rationale Functionen von z und n bezeichnen. Entwickelt 
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dv an |. 
man nun als durch die vorstehende Gleichung definirte algebraische 


Function von ® in Reihen nach Potenzen von v, so hängt die Gestalt dieser 
Entwickelung von gewissen Bedingungsgleichungen zwischen den Üoeffi- 
cienten ab, welche wegen der Irreduetibilität von P=0 bestehen bleiben, 
wenn eine Wurzel 7 durch eine andere Wurzel derselben Gleichung ?P = 0 
ersetzt wird. Es können ferner durch diese Vertauschung keine neuen Bedin- 
eungsgleichungen hinzutreten, welche die Gestalt der Entwickelung verändern 
könnten, weil jede solche für 7, geltende auch wiederum für 7 gelten müsste. 
Die Entwickeiung (7.) bleibt also bestehen, wenn in den Üoeffieienten g,, 
1 ++ ., die von x und n abhängen, n mit n, vertauscht wird. Nur ist dann 
y—n, für e zu setzen. Es besteht also auch 

“ “+1 


dy—n,) 


dx 


7 N w. 


. / „"Na_nN\® _L g Fa Zu N 
.. gu\T, Nn,1,\Y N) | 9ı\7, 71) Y 1) 


Ist nun z<<Ze, so ist n, ebenso wie n eine Enveloppe für eine «-fach un- 

endliche Schaar von Integralen y, nur dass diese jetzt aus solchen partieu- 

lären Integralen y bestehen, die mit 7, in z=e übereinstimmende Werthe 

annehmen. Ebenso ist, wenn ze, n, wie n ein partieuläres Integral. 

Es genügt also, je eine Wurzel jeder der irreductiblen Gleichungen 

P=0 0=0 R=Q(, 

in welche die Diseriminantengleichung /=0 zerfällt, nach dem obigen 

Verfahren zu untersuchen, um den besonderen Charakter der Curven 
?»0,'0=9 R=0:..., 


ob sie Integraleurven sind, und eventuell ob sie Enveloppen oder partieu- 
läre Curven der Schaar sind, zu erkennen. : 

Zum Schluss leiten wir noch aus der vorgelegten Differentialgleichung 1.) 
die allgemeine Integralgleichung mit einer willkürlichen Constanten ab. 

Die Differentialgleichung (1.) werde durch 

f (®, Y) =Ü 

befriedigt, wo C eine willkürliche Constante bedeutet. Es muss dann die 
(rleichung 


c f ' Of 
ne 
or Oy 


yo 


identisch erfüllt werden, wenn für y’ eine Wurzel der Gleichung (1.) ge- 
setzt wird. Ist z=a, y=b ein Werthepaar, für welches weder /= 0, 
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noch y' unbestimmt wird, so hat die Gleichung f(a,b,y')= (0 n von ein- 
ander verschiedene Wurzeln «&,, ..., «,, und wenn «, von Null verschieden 


n» 
ist, so kann die Function y’ die für e=a, y=b in —_ libergeht, in eine 
nach ganzen positiven Potenzen von 2—a, y—b fortschreitende Reihe ent- 
wickelt werden: 


1 = 
y = tg (y-— b)-+g: r ni +", 





worin 96, 91, ».. heihen bedeuten, die nach ganzen positiven Potenzen von 


. . HE} rY 1 ® .. 
z—.a fortschreiten, und 9% für e=a den Werth — annimmt. Man erhält 





somit die partielle ng für g: 

f Op S u 

(10.) zum 5 (+ y-b)+g:- +): 
Dieser kann, wie Frau von ER a lsiehee hat, durch eine einen 
gewissen Grenzbezirk besitzende Reihe von der Form 


2 v—=% A v 
11.) = Era I 


genügt werden, wo g’(z), 9'(x), ... nach ganzen positiven Potenzen von 
x2—.a fortschreitende Reihen bedeuten, von denen g' willkürlich angenommen 
werden kann und die übrigen sich durch die identische Gleichung bestimmen, 
welche die Substitution des Ausdruckes (11.) in (10.) ergiebt: 
8 u. , 
re + 


ou 


(+ HNern Hrn +) 
Aus vorstehender Identität folgen die recurrenten Gleichungen 

pP = —-H B& ) 

p gs (6 E- +9 -. ' 

= (Er), 


durch welche die Reihen %', °, ... eindeutig bestimmt werden. 
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Aus der Homogeneität der partiellen Differentialgleichung (10.) er- 
hellt übrigens, dass, wenn eine Lösung g durch die Fixirung der will- 
kürlichen Function g’ (am einfachsten g’ = x) festgesetzt ist, jede andere 
durch w(g) dargestellt werden kann, wo » eine willkürliche Function be- 
zeichnet. Die Integralgleichung wird dadurch nicht geändert, da (x, y) = Ü 
nur in p(z,y) = übergeht, daher kann man unbeschadet der Allgemein- 
heit 9’ = x setzen. 

Ist eine und zwar eine einfache Wurzel y der Gleichung f(a, b, y ) = 0 
gleich Null, dann kann die Funetion y, die für a=a, y=b den Werth 
Null annimmt, dargestellt werden durch 


! f \ A (2— a)‘ 
.y = lu+h(2—-a)+h,- rs 


wo 4, A, ... nach ganzen positiven Potenzen von y—b fortschreitende 


—- 0006 


Reihen sind und A, für y=b verschwindet. Man erhält daher für g die 
partielle Differentialgleichung 
(2—a)" \ 


09 4 ( 
(12.) De 3 (h,+h,(@—a)+h; " FEN 


Or 4 ee 
welcher genügt wird durch die in der Umgebung von z=a, y=b con- 
vergente Reihe 


v=@ (2—.a)' 

En. ) J 
f =; — 17 y! 
vi) . 


worin w', w', .„.. nach ganzen positiven Potenzen von y—b fortschreitende 
Reihen bedeuten, w' willkürlich angenommen werden kann (und zwar un- 
beschadet der Allgemeinheit wW'=y) und w', w‘, ... durch die Recursions- 


formeln bestimmt werden: 


d „0 | / l „l ] „o 
"=-hO-; W=-(hI-+h 
a dy dy 
dp“ dıy! dw" \ 
Tu = — Bi ERBE IEr ui ). 
Ü (ho dy | 2h, dy h; dy 


Ist also e=a, y=b ein Werthepaar, für welches die Gleichung 


fie; Y; y) =) 
n bestimmte von einander verschiedene Wurzeln y' hat, von denen eine auch 
unendlich sein kann, dann giebt es » von einander verschiedene Lösungen 
der Differentialgleichung (1.) von der Form 
iR \ > Y / \ un Y 
Y(®, y) Br C, PT, Plane C, en PL, Y)= q, 


worin $,, :.., 9. nach ganzen positiven Potenzen von z—a, y—b fort- 
29 * 
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schreitende und in der Umgebung des Werthepaares z=a, y=b ceonver- 
sirende Reihen bedeuten. 

Es sei nunmehr 2=a, y=b ein Werthepaar, für welches / = 0 
wird, und zwar von der Art, dass die Wurzel y=n dieser Gleichung, die 
für 2=a in b übergeht, in der Umgebung von 2=a eindeutig und stetig 
verläuft, also 7 nach ganzen positiven Potenzen von »—a entwickelt werden 
kann. Für y=n möge y’' die mehrfache Wurzel y'={£ haben, und & für 
r=b endlich sein, dann giebt es eine Gruppe von « Funectionen y’, welche 
die Darstellung haben 

” +1 
ya try) +rny—n)" +, wn 
Wo L, 9 91 »-. ebenso wie n nach ganzen positiven Potenzen von 2—a 
fortschreitende Reihen sind und n für ©=a den Werth 5 annimmt. 

Die partielle Differentialgleichung lautet daher in der Umgebung 

von z=a, y=b 


r Pr ” +1 
co op 4 a - (h | 
= Han tan‘ +) 
Setzt man nun 

y= nrw 


und bezeichnet %, als Funetion von x und «u betrachtet, mit g, so ist 


Y 


! 


1 op 


oy 


op _ Op , Op dn ge 
D Or 


OÖ 
> Dr BSR: 


m 


Es ist also 


a Op (s dn Er ARA ) 
au ei Re. u - - 0,9” + a,u”' ... 
Or ou > de j I I 9 Ei 


gültig in der Umgebung von z=a, vu=(. 
d i ) ‘ 2 
Ist nun 1) 5 - nicht identisch Null, so setzen wir voraus, dass 
es auch für e=a von Null verschieden ist, man kann dann die Gleichung 
umgestalten in: 


z Oo [ I y 
(13.) A == —_ Iu+hu+ku’+--}, 


ou OX 


wo Ay, A, ... nach ganzen positiven Potenzen von z—a fortschreitende 
Reihen sind. Sie hat also die Form (10.) und wird durch die Reihe 


(14) = ,20@)-% 


! 
\ y—ı) vv, 
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in der Art befriedigt, dass g', p', ... nach ganzen positiven Potenzen von 
xz—a fortschreitende Reihen bedeuten, von denen g' willkürlich ist und die 


übrigen durch „’ eindeutig bestimmt sind. 
u . + \ Hr 
Ist 2) S— — identisch Null und verschwinden gleichzeitig 9. 9:: - 


9_ı für e=a, während g, nicht verschwindet, und setzt man hier voraus, 


.. 


dass g, auch für = «a nicht verschwindet, so wird, wenn «&—1 = 2+4, die 
Umformung in die Gestalt (13.) möglich sein und folglich die Form der 
Lösung (14.) gelten. Wenn aber e&—-1<Zz2-+4, dann erhält man 


op | Ip er 
; = ——- GUT +0;.,U" +++) = #4) 1), 
OxX a du 9 Jin 


und wenn man den eingeklammerten Ausdruck in der rechten Seite nach 


Potenzen von z—a ordnet: 
op op I ın/ 1 (2-0) | 
= „thx -a)+h; + '(, 
OXx Zu or f hr Aumısit. 3 
wo Au, A, ... nach ganzen positiven Potenzen von « fortschreitende Reihen 
bedeuten. Diese Gleichung hat die Form (12.) und ihr wird durch die Reihe 
(2— u)’ 
/ Pa. un . „v / 
(15.) gy= 2 - 
y—ı) ° 
genügt, wo w’, w', ... nach ganzen positiven Potenzen von « fortschreitende 


reihen bedeuten, von denen w" willkürlich ist und die übrigen Funetionen 
dureh w' eindeutig bestimmt sind. 

Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, dass für y=n y=x wird 
und also eine Gruppe von « Functionen y die Darstellung hat 


Br ge “Wi: Ei eh { Br 2 . _ın 
y= (y-n) " Intrmly—n)t+g:(y—n) | (#>0), 


wo g, nicht identisch verschwindet; wir setzen dann voraus, dass g, auch für 





z=a nicht verschwindet. Die partielle Differentialgleichung lautet dann 
Op / -_ ©G / N } 
-»- (y—-n)" = — otgaly—n)+*!, 
3, 4) öy Hr y—n)A 
1 
und indem man wieder die Variable «= (y—n)‘ einführt: 


al. Op \ dn . Er ! 
aut 1 i f u f — u” + gu7 ZU a} 
Ox cu de * 


Da g, für 2=a von Null verschieden ist, so kann die Gleichung auf die 


Form (13.), ihre Lösung also auf die Form (14.) gebracht werden. Die 
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Formeln (14.) und (15.) stellen beide auf den rechten Seiten Reihen dar, 
die nach ganzen positiven Potenzen von z—a und « fortschreiten, nur dass 
bei der einen die willkürliche Function eine Function von a, bei der anderen 
von x ist. In der Umgebung jedes Werthepaares z=a, y= b, für welches 
ein Factor y—n von f verschwindet, wird also, falls 7 bei x=a stetig ist, 
und gewisse nicht identisch verschwindende Funetionen von x auch für 


=.a von Null verschieden sind — durch welche Vorbehalte nur isolirte 
Werthepaare ausgeschlossen sind — eine Lösung g existiren von der Form 


= Hm han) + 


worin 4, 4, ... nach ganzen positiven Potenzen von 2—a fortschreitende 
Reihen bezeichnen. Wir können die Reihe in der Form schreiben 


2 a—1 
(16.) = W+L(y- m‘ . ‘+L; (y-n)‘ ++ +Lag-n) * 
WO Zus Las», Zu, Reihen bedeuten, die nach ganzen positiven Potenzen 


von 2—a, y—n fortschreiten. Die Gleichung (16.) repräsentirt wegen der 
1 
Werthe von (y—n)“ « von einander verschiedene Lösungen 
PER ER FE WR Er 
Jede symmetrische Funetion von 9. a. ».., $,_, Wird offenbar durch eine 
nach ganzen positiven Potenzen von c—a, y—n fortschreitende Reihe dar- 
gestellt, und da 7 eine Reihe von der Form 
= b+a,(2—-a)+n(2-a) + 

ist, schliesslich durch eine nach ganzen positiven Potenzen von r—a, y—b 
fortschreitende Reihe dargestellt. 

Durch die vorangehenden Darlegungen ist betreffs der partiellen 
Differentialgleichung 


Ö j op ! 
ee ed, 
or  0y 
worin y als algebraische Function von x und y durch die Gleichung 


f{z, 9; y) Pr: 


gegeben ist, oder einfacher betreffs der partiellen Differentialgleichung 


a) MA Er rer = 


OX 


Satz bewiesen: 





folgender 














Hamburger, singuläre Lösungen der algebr. Differentialgleichungen erster Ordnung. 227 


Schliesst man gewisse isolirte Werthepaare x, y aus, so kann man 


für ein sonst beliebig gewähltes Werthepaar e=a, y=b n verschiedene 


Lösungen %,, 2, -.., 9, der partiellen Differentialgleichung (17.) angeben, 


von der Art, dass ihre symmetrischen Functionen sich dureh Reihen dar- 


stellen lassen, die nach ganzen positiven Potenzen von 2—a, y—b fort- 


schreiten und in der Umgebung von 2=a, y=b eonvergent sind. 


Führt man, um eine Gleichung zu erhalten, deren Wurzeln ,, %,, : 


y, sind, für ihre elementar-symmetrischen Functionen die Reihen ein: 


ptYp:+'"+Y,. _ —B,(z-u, y—b), 


PpPp+PpPp+ "+9." = PBıa-a, y—b), 


m 


P%2...p, = (-1)"B,(z-a, y—b), 


tl 


so erhält man 


g"+B,g" '+B,p""-+-+B, — () 


als in der Umgebung von 2 =a, y=b gültige Integralgleichung der partiellen 


Differentialgleichung (17.), und indem man 9 = setzt, 


(18.) C"+B,0"-'"+B,0"+--+B, = 


() 


als allgemeine Integralgleichung der vorgelegten Differentialgleichung (1.), 


worin B,, ..., B, nach ganzen positiven Potenzen von z—a, y—b fort- 


schreitende und in der Umgebung des Werthepaares x 


girende Reihen bedeuten. 


= da, y=b conver- 


Die Functionen B,,..., DB, gestatten Fortsetzungen in dem Gesammt- 


gebiet der Werthepaare, wobei ein gewisser ein oder mehrere Continuen 


bildende Complex von Werthepaaren, in denen eine der Functionen B un- 


endlich wird, und gewisse isolirte Paare, in denen sie unbestimmt werden, 


zu umgehen sind. In der Umgebung der letzteren Paare giebt es überhaupt 


keine Darstellung der Integralgleichung von obiger Beschaffenheit. 


Was 


aber das Ensemble der ersteren betrifft, so giebt es in der Umgebung eines 


ihm angehörenden Werthepaares wiederum eine Integraligleichung 


(18%) CE" BIO"-4..+B\ = 0 


der erwähnten Eigenschaft. 


Die Beziehune zwischen den Wurzeln von 18.) und (18",) 
bee) \ J/ \ ‚ 


sich aus der Bemerkung, dass, wenn 


J 


f ee y ; rn Y / Bann v 
ade, B[ugeal, ..., ae) 


» vollständige Lösungen der Differentialgleichung 





f 1 \ 
/ 
\ ww 
\ J 


bezeichnen. 


ergiebt 


derart 
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dass zwischen «,, ..., %, keine von x und y unabhängige Relation statt- 
findet, alle Lösungen überhaupt durch 


(a1) bg C, p: (%;) “u C, ”e 2 p,(u,) == Ü 
gegeben sind, wo ,, ..., 9, rn willkürliche Functionen bezeichnen. Nennt 
man nun die Wurzeln von (18.) und (18°) beziehlich 


! ! 


nn ME 
so besteht also die Relation 
! / ! \ ' \ 
= plc), A=ple), - 5 = 9(C,). 


Um dies durch ein Beispiel zu erläutern, betrachten wir die Gleichung 


1 
fa, y) = Cyla, Wert”, 
wo f, y, w Polynome in x und y bezeichnen. Sie genügt als allgemeine 
Lösung einer Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades in y’ 
mit ganzen rationalen Üoefficienten in x und y. Für alle Werthepaare 
z=a, y=b, die weder g noch w zu Null machen, gestattet C selbst die 
Darstellung 
C= Bra, y—b), 
wo '% eine nach ganzen positiven Potenzen von 2—a, y—b fortschreitende 
Reihe bezeichnet. Wird für e=a, y=b =, aber weder f=(0 noch 


v=0(, dann ist 
1 


en 1 NER ge y Nr / x 
= ee he Ira, y—b). 
Ist endlich für ce=a, y=b w=(, während f und g von Null verschieden 


sind. dann ist 


0 1 177 


— = — WW r—a —b). 
lege  welogf—logp) —1 r SE 
Die Polynome f und 9 können offenbar ohne gemeinsamen Theiler voraus- 
gesetzt werden, die Theiler aber, die vw mit f oder p gemein hat, ver- 
schwinden aus der Differentialgleichung, welche lautet 
of, of & _ g( 2999 ') [p (r oy ) 

er ® Oy er OX r oy J w’ \ox " oy 9) 
Da also für die Werthepaare z=a, y=b, die diese gemeinsamen Theiler 
zum Verschwinden bringen, im Allgemeinen y nicht unbestimmt wird, so 
giebt es auch für diese eine Darstellung des Integrales von der Form: 
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C=%(r-a, y—b), wo C' wieder eine Funetion von € ist, die aber durch 
elementare Transcendenten nicht ausgedrückt werden kann. Ausgeschlossen 
sind diejenigen isolirten Punktepaare, für welche zwei der Polynome f, y, w 
noch verschwinden, nachdem die erwähnten gemeinsamen Theiler abge- 
trennt sind. 


ll. 
Wir legen jetzt eine endliche Gleichung 
(19.) F(z, y, C) = 0 


vom „ten Grade in C zu Grunde, in der die Coefficienten analytische Funec- 
tionen von x und y sind von der am Schlusse des vorigen Abschnittes an- 
gegebenen Beschaffenheit. 

Differentüren wir die Gleichung (19.) total nach x, indem wir € 
als durch diese Gleichung bestimmte Function von x und y betrachten, so 
erhalten wir die für jedes beliebige y als Function von = gültige Gleichung: 
oF f} OF , oF dÜ 


(20.) at Tan 
wo zur Abkürzung 
Be 5 dl 
FRE öy Y — dr 
gesetzt ist. 
Multiplieirt man die » Gleichungen, die aus (19.) entstehen, wenn 
man für C die » Wurzeln C,, C;. ..., C, der Gleichung (19.) einsetzt, so 


ergiebt sich identisch 

a BL HE) = nn 
Fenan Ox /C=(, Oy /c=0,* | \ ’ —ı Ol /co=c, da dx dr 
en! ' RER Er ee a 
II ), „ Ist die Discriminante der Gleichung (19.) in Bezug auf €, die 
z—1 ®; ‚=(, > 

wir mit D bezeichnen. Die Identität (21.) kann demnach in der Form ge- 
schrieben werden: 


"TA + 


dx dx dx 


M(Ay"+ Ay" '+--+4A,) = (-D"D 


n/ 


worin M ein nur x und y enthaltender Factor ist, der, wenn die Gleichung (19.) 
nicht algebraisch ist, auch transcendent sein kann, und Au, Ay... A 
ganze rationale Functionen von x und y ohne gemeinsamen Theiler be- 
deuten. Der in Klammern befindliche y’ enthaltende Factor, den wir, wie 
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im ersten Abschnitt, mit f(z, y, y') bezeichnen, stellt, gleich Null gesetzt, 
die Differentialgleichung dar, der die Gleichung (19.) als allgemeine Inte- 
gralgleichung genügt. Es besteht also die für jedes x und y identische 
Gleichung 

de, dÜ de 

> . ! ze \n 2 n% 

(22.) Mf(z, y, y) = (1) ar er er u. 
Für das Folgende ist es noch nothwendig, den Einfluss zu untersuchen, 
welchen die Aenderung der Integralgleichung (19.) durch Einführung von 
willkürlichen Funetionen der Wurzeln C, statt dieser Wurzeln selbst auf 
die Funetionen D und M ausübt. Es sei 


F(z, Y; C') =) 


die Gleichung, deren Wurzeln €,, ..., ©, mit denen der Gleichung (19.) 
in der Beziehung 


G=gy(C), G=pll) 5 = Yu(C,) 


stehen. Die Gleichung F=0 genügt offenbar mit F=0 derselben Diffe- 
rentialgleichung; man erhält daher analog mit (22.): 
en A dc, 
fs,yy)= VD — 


de de U 


? 


wo D' die Diseriminante von F' in Beziehung auf C’ und M wie M einen 
von y' freien Faetor bedeutet. Andererseits ergiebt sich, wenn man die 
ic! dc, dC, 


Gleichung (22.) mit on RAT multiplieirt: 
1 2 - 
„on dC, „ a ind ac 
Hu, y)=- CN un 


5 
grirenden Factor bezeichnen, denn seine Kenntniss reicht hin, wie Herr Weingarten 
(Sitzungsberichte der Berl. Academie 1883, XLIII. 1166 u. d. J. Bd. 105) gezeigt hat, 
die Gleichung f= 0 durch blosse Quadraturen zu integriren. Sind nämlich ade +bdy, 


*) Den Ausdruck kann man. wenn f vom zweiten Grade in y’ ist. als inte- 
’ Yy ’ 


a dze+b'dy die beiden linearen Factoren der Form 57) f.dx’, so folgen aus (22.) die 
Gleichungen 
er(ade+bdy) = dC,, e-?(a'de+b'dy) = dC,, 


deren Integrabilitätsbedingungen die Differentialquotienten von p, also p durch Quadratur 
bestimmen. Ist $ gefunden, so ergeben sich C, und C, durch neue Quadraturen. 
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt 
(23.) Ar 71 = 7 y(0)...9,(6,) 
wo %,, ..., %, beliebige Funetionen bedeuten. 
Aus (22.) folgt nun, dass f(z, y, y)=0 befriedigt wird: 
1) Wenn €, = willk. Const. (z=1,2,..., n). 
Denn für einen beliebigen Werth der Constanten kann durch diese 


...: i u. N R 
Gleichungen die von y' freie Gleichung 2 = (0 nicht erfüllt werden. Das 


sind die sogenannten vollständigen Lösungen, aus denen durch Partieulari- 
sirung der Constanten die partieulären Integrale hervorgehen. 


2) Wenn = =(), 


Wird diese Gleichung durch die Funetion y=n(x) erfüllt, welche in den 
Gleichungen C, = Const. nicht als partieuläre Lösung enthalten ist, so heisst 
y=n ein singuläres Integral. Aus (23.) geht hervor, dass alle singulären 


D 
-—() enthalten sind. 


Integrale, die aus y 


D ) 
y >) gewonnen werden, auch in 


D u . 
und umgekehrt. Denn wenn — =0 für y=n, so könnte nur dann 


M M' 
nicht verschwinden, wenn w,(C,)= x für y=n, dann wäre aber gegen die 


Voraussetzung y=n ein partieuläres Integral: ebenso folgt, da w,(C,) für 


X 


. r . » D . ... . . .. 
y = n nicht Null sein darf, dass y mit —z für ein singuläres Integral y= 
zugleich verschwinden muss. Wir können daher zur Entscheidung der Frage 
nach der Existenz singulärer Lösungen in gleicher Weise statt der Gleichung 


(19.) jede der transformirten Gleichungen F(x, y, C)=0 zu Grunde legen. 


Da übrigens alle singulären Lösungen in der Diseriminantengleichung 


D 0) D . D .. 7 D Y 
4 = der Difterentialgleichung enthalten sein müssen, so haben und 4 
i 


die diesen Lösungen entsprechenden Factoren y—n gemeinsam. 

Es sei nun y=n kein partieuläres Integral, d. h. nicht aus Gleichung 
(19.) durch Partieularisirung der willkürlichen Constanten C zu erhalten. 
Es handelt sich darum, zu entscheiden, wann y=n ein singuläres Integral ist. 
Für e = a möge n den Werth 5 erhalten, das Paar x =a, y=b soll nieht zu 
den oben ausgeschlossenen Werthepaaren gehören und 7 in der Umgebung 
von r=a eindeutig und stetig sein. Nach der Bemerkung am Schlusse 
des ersten Abschnittes giebt es zu jeder Wurzel €, eine analytische Function 
30* 
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C, = ,(C,), welche in der Umgebung von z=a, y=b den Charakter einer 
ganzen algebraischen Funetion von z und y hat. Bilden wir nun die trans- 
formirte Gleichung 
F (x, Y; C') =, 
deren Wurzeln 
Ü= p(C), G= (0), »., = p,(C,) 

sind, so sind die Coeffieienten der Potenzen von C’ in dieser Gleichung Reihen, 
die nach ganzen positiven Potenzen von 2—a, y—b fortschreiten. Indem 
wir nun an dieser Gleichung die Untersuchung anstellen, nehmen wir an, 


die Gleichung 
Fe, Y; C) = 0 


hätte bereits bei z@=a, y=b die verlangte Beschaffenheit. 
Es sind dann 


sn /oF z=n OF 
II es and 7 ( E ) 
ai 0=(, ee oy (=t, 


ebenfalls in solchen Reihen darstellbar, folglich auch der Ausdruck 


| u; ;/ Br; 


OX 


und da die Coefficienten von f ganze rationale Functionen von z und y 
sind, so ist auch M nach ganzen positiven Potenzen von 2—a, y—b ent- 
wickelbar. 

Ertheilen wir a in der z-Ebene eine stetige Aenderung, so wird 
ebenfalls sich stetig von b aus ändern; wir können uns nun die Aenderung 
von a so klein und demzufolge 7 so nahe an b denken, dass die Convergenz 
der Coeffieienten in F erhalten bleibt, wenn wir 5 durch die Function n 
ersetzen, falls nur z in einem gewissen Bezirk um a verbleibt. Zunächst 


ist klar, dass, wenn füry=n: = (U) sein soll, D selbst verschwinden muss, 


M 
da M bei ce=a, y=b endlich und stetig ist, also für y=n nicht unab- 
hängig von x unendlich werden kann. Daraus folgt, dass, wenn y=n ein 
singuläres Integral sein soll, wenigstens zwei Wurzeln der Gleichung (19.) 
für y= n einander gleich werden müssen, und die weitere Untersuchung wird 
sich darauf richten, aus dem in diesem Falle stets, wie gezeigt wird, für 
y = n verschwindenden Ausdrucke auf der rechten Seite von (22.) die höchste 
Potenz von y—n herauszuziehen, die als ein y' nicht enthaltender Factor 
zu M gehörig ist. Je nachdem der nach Entfernung dieser Potenz ver- 
bleibende Differentialausdruck für y=n verschwindet oder nicht, it y=n 








2 
3 
% 
® 
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ein Integral von f=0 oder nicht. Es mögen nun p Wurzeln € für y=n 
den gleichen Werth © annehmen, wo & eine Funetion von & ist, die nicht 
constant sein darf, da, wie wir hier zunächst voraussetzen, y=n kein 
particuläres Integral ist. Die Gleichung (19.), nach Potenzen von y—n, 
C—{ geordnet, erhält dann die Form 


u a n Y ge\ fı ye\ »# y PN. 
Fi, Y; C) (y—-n)Boly—n, C-£)+ c PB: m ( -£)=V, 
wo ®,. ®ı Reihen nach ganzen positiven Potenzen von y—n und C—Z mit 
von x abhängenden Coeffiecienten bedeuten, in denen von C—{ nur die n 


i» 


ersten Potenzen vorkommen. B, ist noch für y=n, C={ von Null ver- 
. | 
schieden. Es folgt daraus für , die Form: 
oU 
oF a my C-PLIC-FV-M C_r 
7 > ala y-n)B(y—n, TEI/TITI (y—n, +); 
wo 9, für y=n, C=Z nicht verschwindet. 
Es möge nun eine Gruppe von ep in y=n sich verzweigenden 
Functionen €, die iny=n den Werth annehmen, die Entwickelung haben 
z +1 
z Bi ER. | 
(24.) -5 = gr)’ +y—n)* +, 
worin, da © eine endliche Funetion von z und y in den betrachteten Ge- 
bieten ist, < ebenso wie « von Null verschiedene positive ganze Zahlen 
sind und 9, 9, ... wie n in der Umgebung von z=a stetige Funetionen 


von x bedeuten, von denen g, nieht identisch verschwindet. 
Es wird dann der Exponent der niedrigsten Potenz von y—n in der 


v 


. . oF .. 2) - nd ® 
Entwickelung von 36 nachdem man für C—T seinen Ausdruck in (24.) 
U - R 


substituirt hat. nur dann kleiner als Eins sein. wenn 


x 
en tl 
(pP ’ a nn 
.-1) = 
ist, und in diesem Falle beginnt sie mit y—n) “*; sonst wird er gleich 
oder grösser als Eins sein. Wir bezeichnen den Exponenten der niedrigsten 
. . . ( } 

Potenz von y—n in der Entwiekelung von -, nach Potenzen von y—7 


mit m, so dass 


1 
i 


36 = W-M’Rle, W-n)“.) 


ist, wo ®, für y= n nicht identisch verschwindet, und x in ®, andeutet, dass 
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5 
die Reihe nach Potenzen von y-n)° von x abhängige Coeffieienten hat. 
Da nun nach (24.) 
ala. Ab. 2 
de d öy I 


dd N — - —— £ - d du 
= tem" Bılz, W-m’)+W-ND° Ba, m). 
wo %, und ® für y=n nicht identisch BF so ae dass 


öF dc )[% 


°C de = Plz, (Yy— n) “IC I" E ä ey)‘ ? B (z, (M- n)‘ m 2) 





m+ 1 fe dn 
HE Be, A -) 


Dieser Ausdruck verschwindet stets für y=n. Denn offenbar ist es der 
Fall, wenn m 1 ist; ist aber m < 1, dann ist, wie oben gezeigt, 


er 


/ 4 % % en . . 24 
m = (p—1)_, also m+ ar =9——I, und dap — « ist, so ist m+— -1>x-—1, 


Pe 


2 er h h m+ ——1 d l 
also entweder Null oder positiv, folglich stets (y—n) . ( _ nn) )=0 für 


es 


OF dC % 
y=n. Daraus folgt, dass 56 5 uch in dem Falle, wo — <1, also 
: 


dal . i ü \ 
Fer unendlich wird, für y=n verschwindet. Da nun der Ausdruck auf der 


rechten Seite in (22.) gleich n(“ Br: - ist, so ist hiermit der oben 
nam] 


behauptete Satz, dass dieser Bier inte mit D für y=n verschwindet, 
erwiesen. 


Ist nun — —1, so erhält der Ausdruck (25.) auf der rechten Seite 


H 
X 
2, 


nach Abtrennung von (y—n)" für y=n den Werth Br, (y— BL 


welcher, nach unseren Voraussetzungen von Null verschieden ist. 


HK * . - m+ ——l . .. . 
Ist aber —<Z 1, dann ist in (25.) (y—n) * die höchste gemein- 
7 Ä 


same Potenz von y—n, und nach Abtrennung dieses Factors bleibt 


zu 
Pr (4 gi ZB. +97) + an" B)) 

ein Ausdruck, der, da ®. Bı. %; nach obigen Festsetzungen für y=n von 

Null verschieden sind, y—n nicht mehr als Factor enthält und doch für 

y=n verschwindet. 


TEN 


RER VER PEREAR 
RE WE RE De 
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Aus dem Vorhergehenden leitet man folgende Regel ab: 

Es sei keiner der Werthe Z, die € für y=n annimmt, von x unab- 
hängig, also y=n kein partieuläres Integral, so bilde man für alle Wurzeln 
C die Entwiekelung von C—{ nach Potenzen von y—n von der Form (24.). 

Ist nun in allen diesen Entwickelungen der Exponent der niedrigsten 
Potenz von y—n grösser oder gleich Eins, so ist y=n kein Integral der 
Differentialgleichung; ist dagegen in einer Entwiekelungsgruppe dieser Ex- 
ponent kleiner als Eins, was übrigens nur vorkommen kann, wenn mehrere 
Wurzeln C für y=n gleich & werden, also D=0 ist, dann ist y= ein 
singuläres Integral. 

Denn im ersten Falle wird der Ausdruck 

x=n N Y 

4 - m em. Mf®, Y; y); 
durch eine gewisse Potenz von y—n dividirt, ein Quotient, der für y=nr 
nicht verschwindet. Da aber nur M einen von y' freien Factor enthält, so 
ersieht man, dass f(z, y, y') = 0 durch y = n nicht befriedigt wird; im anderen 
Falle bleibt nach Abtrennung der höchsten Potenz von y—n noch ein Aus- 
druck M'f(x, y, y'), der für y=n verschwindet, während M’ y—n nieht mehr 
enthält, folglich muss f(z,y,y)=0 sein für y=n. Wir bemerken, dass 
der erstere Fall nur unter einer gewissen Bedingung zwischen den Üovef- 
ficienten von F(z,y, C) = eintreten kann. Denn damit in der Entwicke- 
lung von C—{ der Exponent der niedrigsten Potenz von y—n grösser oder 
gleich Eins ist, muss für y=n, C=Z, falls Z eine vielfache Wurzel ist, mit 


P 


OF RL, : rn 
F=0 und 3° 0 gleichzeitig er. 0 sein. 


Sehen wir jetzt, wie sich in den beiden unterschiedenen Fällen die 
Entwickelung von y—n nach den Potenzen von £--c gestaltet, wenn e eine 
willkürliche Grösse in der Umgebung von «a bedeutet und y durch ge- 
eignete Partieularisirung von C in der Gleichung F(z, y, C)= (0 so bestimmt 
wird, dass für 2=e y=n wird. In der Darstellung (24.) 


“+1 


|} 


0-5 = gm" Han) * + 


ist unserer Annahme nach & nicht unabhängig von z und nach ganzen 
positiven Potenzen von c—a und, wenn ce hinlänglich nahe bei a, auch 
von ©-—c darstellbar in der Form 


= So+a (ce )+0,(2r— ec)’ +--. 
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“ 


m ' d: Er 
c, kann von Null verschieden angenommen werden, da in nur für isolirte 
T 


Werthe von x verschwinden kann. Setzt man nun in der Darstellung (24.) 
C=L(e), damit fire=cey=n wird, so erhält man 


“+1 


Hy—n)+nly- m) * + 


I 


— (2 -)- (rc) +: 


(26.) 





1 
= u +g ut ((y-n)* = ugesetzt). 
Da g, nach der obigen Festsetzung nicht identisch verschwindet, so ist auch 
9, für ein willkürliches e von Null verschieden, man erhält daher aus (26.) 
für e—c die Entwickelung 


ei, 
c-c = I pr gartir.. 
1 


und hieraus durch Umkehrung 


- 


1 — 1 2 
a | Mr P7 rY 
u=(y-n)' =)- 5a’ +Yla-0)* + 


und durch Erhebung in die «te Potenz 


x 





a+1 


rn a + 
27. y—-n = Ve -—-) (2-c)* +d,(2-0) * +. 
27) yon = Ye) N rhae-d "+ 
Ist nun y=n kein Integral, so muss in allen Entwickelungen (24.), wie 


gezeigt worden, der Exponent der niedrigsten Potenz von y—n, also 


gleich oder grösser als Eins sein, folglich muss - <—.1 sein, der Exponent 
der niedrigsten Potenz in allen Entwickelungen von y—n nach Potenzen 
von z—ec ist mithin nicht grösser als Eins. (Vgl. die Entwickelungen I, 
und II. im ersten Abschnitt.) 

Ist dagegen y=n ein singuläres Integral, so muss mindestens in 


. 7 “ % & ” . . 
einer der Entwickelungen (24.) — —1 also Er l sein. Es giebt also 


in diesem Falle eine Gruppe von partieulären in x = ec mit n übereinstimmen- 
den Integralen y von der Art, dass der Exponent der niedrigsten Potenz 
von 2—c in der Entwickelung von y—n grösser als Eins ist. (Vgl. die 
Entwickelung III. im ersten Abschnitt.) 

Endlich betrachten wir den Fall, dass y=n ein particuläres Integral 
ist, dann muss die Gleichung (19.) 
F(x, y, C) = 0 
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fir y=n mindestens eine constante Wurzel C haben, die einfach oder 
vielfach sein kann, und zwar wird das Letztere eintreten, wenn, was uns 
hier besonders interessirt, y=n eine Wurzel der Diseriminantengleichung 
D=Ü0 ist. Unter Beibehaltung der Voraussetzung, dass in der Umgebung 
eines Werthepaares e=a, y=b, durch welches y=n befriedigt wird, die 
Coeffieienten der Gleichung (19.) bereits die mehrfach erwähnte Beschaffen- 
heit haben, gilt für eine Gruppe von Functionen C, die für y=n in den 
constanten Werth e übergehen, die Darstellung 

» u 
EEREEEEIU 


1 


= gu+gqu’t'+-- (y-n)’ =u gesetzt), 





wo z und « von Null verschiedene positive ganze Zahlen sind und g, nicht 
identisch verschwindet. Soll nun der Gleichung (28.) eine Function y ge- 
nügen, die für einen willkürlichen Werth e=ce in der Umgebung von a 
mit 7 übereinstimmt, oder eine Function a, die für z= ec verschwindet, so 
muss C=e gesetzt werden. Man erhält also 


= WgtgutguW+-- 
Dieser Gleichung genügt aber ausser «= (0 keine nach Potenzen von z—c 
entwickelbare Function «, die für = c verschwindet, da 9, wenn e will- 
kürlich gewählt ist, für = ec von Null verschieden ist. 

Daraus folgt, dass aus der Gruppe der Wurzeln C, deren Dar- 
stellung durch (28.) gegeben ist, ausser y=n selbst kein partieuläres Inte- 
gral y erhalten werden kann, welches für e=c mit n übereinstimmt und 
von der Beschaffenheit ist, dass y—n eine Entwiekelung nach Potenzen 
von z—c zulässt. Es kann nun vorkommen, dass gleichzeitig andere 
Wurzeln € existiren, die für y=n einen von x abhängigen Werth Z er- 
halten, und der Exponent der niedrigsten Potenz in der Entwickelung von 
C—{Z nach Potenzen von y—n (24.) kleiner als Eins ist, dann ist y=r 
gleichzeitig ein singuläres Integral. 

Diese Resultate stehen, wie eine Vergleichung mit der Zusammen- 
fassung S. 218 im ersten Abschnitte ergiebt, mit den entsprechenden aus 
der Betrachtung der Differentialgleichung gewonnenen Ergebnissen in voll- 
ständiger Uebereinstimmung. 

Während indess von den Coeffieienten der Differentialgleichung 
f(z,y,y)=0 eine Bedingung erfüllt werden muss, damit sie eine singuläre 

Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 3. al 
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Lösung habe, nämlich, dass irgend eine Wurzel n von #=0 die Gleichung 
f d ge e 
f\®,n, Sr) = 0 befriedigt, haben umgekehrt die Coefficienten der Integral- 


gleichung F(x, y, C)=0 eine Bedingung zu erfüllen, wenn die sie reprä- 
sentirende Curvenschaar keine Enveloppe besitzen soll; die gemeinschaftlichen 


La 


. oF ” ER er a 
Wurzeln C von F=0 und 36 ”7 0 müssen nämlich, so weit sie nicht von 


x unabhängig werden, wenn für y die entsprechende Wurzel n der Discri- 
minantengleichung D= 0 genommen wird, sämmtlich zugleich für y=n die 


la: IF . 
(rleichung 3 =() erfüllen. 


Demnach hat eine durch eine Differentialgleichung erster Ordnung 
gegebene Curvenschaar im Allgemeinen keine Enveloppe, eine durch eine 
endliche Gleichung mit einem willkürlichen Parameter dargestellte Schaar 
dagegen im Allgemeinen eine Enveloppe. 


Anwendungen*). 
1. Die Clairautsche Gleichung 
yayty“. 
Hier it /= u also die einzige Function 7, die der Gleichung / = 0 


genügt, 


y=n ist, wie man durch Substitution ersieht, eine Lösung. Dass sie eine 
. a . u . ! d 

singuläre ist, erkennt man aus der Entwickelung von y - nach Potenzen 
von y—n; setzt man 


so erhält man 
u=u”, Vu; 
2 


hier it z=1, e=2, also z<e, folglich y = -—- ein singuläres Integral. 


In der That folgt auch daraus die Entwickelung 


ua Zul Suse + er (222), 


der Exponent der niedrigsten Potenz von z—c ist also grösser als 1. 


*) Die Beispiele sind aus der angeführten Abhandlung des Herrn Darbouz. 
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Geht man andererseits von der Integralgleichung 


y= Cı+C 
aus, so erhält man nach (22.) identisch durch totale Differentiation 
' u 2 dc, dC, Ei dc, dO, 
ern = Ir) de D de de’ 
hier ist also der Multiplieator M=1, . =D=--NMy-e=0 ode y=— vr. 


mithin nach dem Obigen ein Integral, wofür auch ein Kennzeichen ist, dass 


C nach Potenzen von y—n =y+- entwickelt, 
u a 
= 34143) 


giebt, worin der Exponent der niedrigsten Potenz 4 kleiner als 1 ist. 


Speeialisirt man in vorstehender Gleichung C so, dass für e=ce y=n also 
2 


[bi u . c .. . 
= ist, indem man C=—-- setzt, so erhält man wieder als charak- 


teristisch für ein singuläres Integral die obige Entwickelung 


2. Die Serretsche Gleichung 

y—2ıy-y’ =. 
Hier ist #=4(y+x°), also die einzige Function, die der Gleichung / = 0 
genügt, it „= —.x’; wie man durch Substitution erkennt, ist y=n keine 
Lösung. Setzt man 

de Ne 
so erhält man 

e" = 2xce t+v—-a, v’=cHlo 

und, ® = u’ gesetzt, 


2Zuu = ıH+u, 
de __2u 
du ztu'’ 
2 
u 
c—-ce= rer 


als Integral der vorstehenden Gleichung mit den Anfangswerthen z=c, 
a=0. Durch Umkehrung kommt 


u= Yy—n=Ve(z-e)’+ß,(e oe)? +---, 
y-n = e(@-0)+r7(@-0l+, 
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also ist der Exponent der niedrigsten Potenz gleich 1 in Uebereinstimmung 
mit der Theorie, wonach er —1 sein muss. Die allgemeine Integralglei- 
chung lautet 
BSey+2e+OY”—Iy+Ee) = 0. 

Die totale Differentiation nach x giebt nach (22.) identisch 

144ylyta’y-2ay'-y”) = 16yHay 
hier ist D in M= 144y(y-+z°”) als Factor enthalten, daher befriedigt 
D=0 wohl die Gleichung Mf(xz, y, y)= 0, aber nicht f=0 selbst und ist 
also kein Integral. Dies ist auch durch Entwickelung von C nach Potenzen 
von y-n=y-+x’ zu erkennen: 


0-2 = -3e(yta)+2yHe’), 


worin der Exponent der niedrigsten Potenz nicht kleiner als 1 ist. Speeia- 





lisirt man C so, dass für e=c y=n, also y= —c’ wird, indem man C=e 
setzt, so erhält man, wenn man noch wie oben y= —x’+uw? einführt, 


- D+3cW +0 = 2u. 
Diese Gleichung hat für „=0 die einfache Wurzel z=c, und die Ent- 
wickelung von zc—c nach Potenzen von « ist, 
rc = tat, 
woraus dann weiter wie oben 


y-n=y+2' = c(@-o)+y(a-o’+-- 

D 1 s 7 2.28 

u de gleich Null gesetzt, befriedigt offenbar 
f&, y, y)=0, also ist y= x ein Integral, und da es in D=0 nicht ent- 
halten ist, muss es ein particuläres sein. Dies wird bestätigt, denn für C= & 
erhält man y= x. Aber auch aus der Differentialgleichung ergiebt es sich, 


abgeleitet wird. hier 


1 .. ! »  Arr ® 
wenn man y=— setzt; man erhält s+223—-z2”=0. Für 3 = 0 hat diese 


Gleichung 3’ = 0 als einfache Wurzel, daraus allein folgt schon, dass z = 0 
oder y= x ein partieuläres Integral ist. 
Die behandelte Gleichung giebt noch zu folgender Bemerkung An- 


lass. Hier ist 


4 =4y+r), D=16y+a’), 
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4 enthält also keinen Factor, der nicht in D vorkommt. Herr Darboux*) 
sieht den Grund dafür, dass /= 0 nicht singuläre Lösungen liefert, in dem 
Umstande, dass / im Allgemeinen noch andere Factoren enthalte, als in D 
auftreten. Er begründet diese Ansicht, indem er die Beziehung zwischen 
den Diseriminanten D und 4 herstellt, die man leicht aus der Identität 
== r OF(2, y, ©.) oP(2,9,C,) |, 
} pe 9 2 N ech yı Yu) 
Ma, yy)= N Er ei 
gewinnen kann. Sie lautet 
u oOF(z,y, C,) OF(z, y, ©; IF(z. y. C,) OFlz. y, C,))? 
M”-41 = IT,;\ (z, y, C,) ( k y, C;) N (2, Y ) T, y, U) | 


r Ox oy Or oy dr 
und da die rechte Seite offenbar den Factor 


T1,,(C,-0,) — D 
enthält, 
M”"”4 = D.v”. 


Herr Darboux schreibt diese Gleichung, wenn wir unsere Bezeichnungen 
anwenden, 


= DE 


und sieht C für den fremden Factor an, der in / im Allgemeinen noch 
auftritt. Wie aber aus der vorhergehenden explieiteren Gestalt der Gleichung 
erhellt, können die Factoren von w, die in D nicht enthalten sind, auch 
sämmtlich nur in M vorkommen, so dass die erwähnte Beziehung einen 
sicheren Schluss hinsichtlich der Faetoren von / in Vergleichung mit denen 
von D überhaupt nicht gestattet. Wesentlich für die Frage nach der Existenz 
von singulären Lösungen ist nur, wie im vorhergehenden Abschnitte dargelegt 
ist — gleichgültig, ob / noch D fremde Factoren enthält oder nicht — das 
Verhältniss D:M. Wenn alle Factoren von D in gleicher oder höherer 
Potenz auch in M vorkommen, dann giebt es keine Enveloppe oder singuläre 
Lösung, und dies lässt sich, ohne M zu kennen, für jeden Factor y—n von 
D durch die Anfangspotenz von y—n in der Entwickelung von C nach 
Potenzen dieser Grösse entscheiden, wie oben angegeben ist. 
In unserem Beispiele ist 


-2, M=14yly+2), SJ=4y+2), D=16y-+a’), 





*) Bulletin des sciences mathematiques, t. IV, 1873, p. 173. 
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und so ergiebt sich y = 72y(y-+z’)’ als ein Factor, dessen von D fremder 
Bestandtheil y nieht in /, sondern in M enthalten ist. 

Handelt es sich um eine Curvenschaar, die durch eine in Beziehung 
auf den Parameter C quadratische Gleichung mit überall eindeutigen von x 
und 9 abhängenden Coeffieienten repräsentirt wird, so kann man die Be- 
dingung, dass die gedachte Curvenschaar keine Enveloppe habe, in besonders 
einfacher Form ausdrücken. 

Wir können der Integralgleichung die Form geben 


(fa, D+C) = pa, y) 

Damit nun keine singuläre Lösung existire, ist nothwendig und hinreichend, 
dass o = U) nur solche einfachen Wurzeln y=n hat, die der Function f(z, y) 
von x unabhängige Werthe ertheilen, während die übrigen alle vielfach sind. 

Denn macht y=n f(x, y) constant =a, dann ist y=n ein particu- 
läres Integral, und da C=-.a die einzige Wurzel obiger Gleichung ist, so 
kann es nicht zugleich eine Enveloppe für andere Integraleurven oder ein 
singuläres Integral sein. Ist im anderen Falle y=n eine vielfache Wurzel 
von =, also 

ya, y) = W-m"W, 

wo ra—2 und w(z, n) nicht identisch Null ist, so erhält man die Ent- 


— 


wickelung 

C+fe, n) = I W-f&, M))+W-n) Intny-m)+ 
worin, da f(z, y)—-f(z, n) = (y—n)p(z, y) ist, der Exponent der niedrigsten 
Potenz von y—n gleich oder grösser als 1 ist. Dies war aber das Kriterium 
darür (s. S. 218), dass y=n kein Integral ist. 

Das Letztere kann man hier auch unmittelbar einsehen. Denn die 
Differentialgleichung, der obige Gleichung als allgemeines Integral ge- 


nügt, ist 
14 (4, de =(5 ?), 
wo wieder zur Abkürzung 


ef a, a 
oz" y’ de’ Er dx 


gesetzt ist. Ist nun = )"w, so m die Substitution dieses Aus- 
druckes und Division durch (y—n)" 


ld) = ne ne 
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Diese Gleichung kann, da » 2, durch y= n nicht befriedigt werden; denn 
die rechte Seite verschwindet, die linke aber könnte, da w(x,n) von Null 


If 2.0 > . M H 
a tür y=n identisch Null 
dx \ 


würde, was aber ausgeschlossen ist, da f(z, y) der Voraussetzung nach nicht 
constant sein soll. 
(Wäre dagegen »= 1, so erhielte man 
ıy-n(42) = ww )+u-m 

eine Gleichung, die, ohne dass sie y—n zum Factor hat, doch durch y=n 
befriedigt wird.) Da eine Differentialgleichung im Allgemeinen keine singu- 
läre Lösung hat, so wird eine algebraische Differentialgleichung zweiter 
Ordnung hiernach im Allgemeinen eine Integralgleichung haben, deren 
Coefficienten, wenn sie überall eindeutig sind, obiger Bedingung genügen, 
oder es werden die Coeffieienten derjenigen stets herstellbaren Integral- 


gleichung zweiten Grades in Beziehung auf C, die in der Umgebung von 
y=n und einem gewissen Bezirk der x-Ebene die Form 
C+B(2-a, y-n)C+B(2-a, y—n) = 0 
hat, hinsichtlich der Wurzel n die erwähnte Beschaffenheit zeigen. 
3. Die Gleichung „’X—-Y=0, 


verschieden ist, nur dann verschwinden, wenn 


wo 
X = (2-a)2—0a,)...(0-a,). 
Y = y-0)y-a,)...(y-@,) 
A, Gp, ..., a, unter einander verschieden, ebenso @,, ..., ©,. 
Zwei Wurzeln y werden einander gleich, 
1) wenn y=«,, wofür y =(0, 
2) wenn 2=a;, wofür y = x wird. 
Sowohl y=a;, als z=a, sind Integrale, letzteres ersieht man aus 
y(® ) = X. Dass y=ce, ein singuläres Integral ist, erkennt man aus der 
\ dy o o 
Differentialgleichung an der Anfangspotenz von y in der Entwickelung 





-(y-a,)(1+ß,(y-@)+-) (k«=1,a 2,8 - ie 


| Y(ai—a,)...(a—@, 
0 X ee 


aber auch aus der Integralgleichung 


ad. Tl "Mi -  . 
J 'Y £ > A t 


( 


} 
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ra Face 


endlich und von x abhängig ist. Dass es aber ein Integral ist, erkennt 


seht zunächst hervor, dass y=«, kein partiewuläres Integral ist, da 
rn 


man aus der Entwickelung 





0: fi dx 2 9 f 
Tr nm nn — (1, )? — (1, )d-+ +, 
. yX Y(a,—e,)...(@,;—e,) Y 1) ri Y ;) ar 
wo der Exponent der Anfangspotenz kleiner als Eins ist. Setzt man 
° de 
C=-/| —, 
F YA 

so dass 

‘x dr 

C+/ x = e-oP@) 


wird, so erhält man die Entwickelung 

ya = b(z—- ec) +b,(2—ce)’+--, 
woraus erkannt wird, dass „= «, eine Enveloppe für die Schaar der Inte- 
graleurven y ist, die vorstehende Gleichung mit dem Parameter c, der auch 
in den Coefficienten b,, b,, ... enthalten ist, darstellt. 


Wäre «, eine p-fache Wurzel von Y=0, (p=2), dann würde 


ı d u . 1: 2 2 
> - -—= x, also auch © = » unabhängig von x sein, mithin wäre in diesem 
« } % 

Ü 
Falle y= 0, ein partieuläres Integral, was aus der Differentialgleichung an 


der Entwickelung 
p 


Me .. (p=2) 
zu erkennen wäre. Die vorstehenden Bemerkungen gelten in gleicher Weise 


V 


\ 


für die Integrale x = a,. 
4. Die Gleichung y*—4y(zy'—2y)' = 0 (Boole). 
Nach y' aufgelöst, giebt diese Gleichung die vier Werthe 


ylylatVe any) yo-lyarla tag): 


mehrere dieser Werthe werden gleich, wenn 
4 


L 
y=() genügt der Differentialgleichung, ist also ein Integral. Zur weiteren 
r s 0 dn 
Untersuchung entwickeln wir 7 z =y nach Potenzen von y-n=y. 


Die beiden Auflösungen 





y- Yy(x Va’ —4Yy), y=-— Yy(z _ Ve+ 4Yy) 
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geben für ein beliebiges x, das von Null verschieden ist, Entwiekelungen 
von der Form 


2y 
y- + ——-+eyt+ 


wodurch y=0 als partieuläres Integral charakterisirt ist. Die beiden an- 
deren he 


= Ysla+V 2’—4V y). y- —/y(z+V z’+4ly) 
geben 
y = +2ayi+Pyi+-- 
was zeigt, dass gleichzeitig y= 0 eine Enveloppe ist. Dies wird dureh 
die Integralgleichung 
y = la-0) 
bestätigt, denn 1) geht y=0 aus C=0 hervor, ist also ein partieuläres 
Integral, 2) berührt y= 0 jede der Parabeln, die durch die Integralgleichung 
2 
16 
genügt ebenfalls der Differentialgleichung, und zwar den beiden Auliisn- 
gen nach y': 


dargestellt sind, in deren Scheitel e=C, y=0. Die Gleichung y=n= 





= Yy(z+V: 2 —4y), y=Yylc-I My ). 


. x m 
Setzt man y=—— —+u, so erhält man 


16 
we), +, 
ytW- u tu(ertV x’ :_ 4/2’ +16u), 
also für ein von Null verschiedenes x 
3 
tu = (zi + ta +“ he VE +B, +...) 
yo. _ +1V/-2x. + — - ty... 
also 
dy dn \3 
de 2 -Mitgg-mi+, ana .<a 


2 
x . j en , 
woraus hervorgeht, das y=n= 7 ein singuläres Integral ist. Dasselbe 


. . . . . C . 
ergiebt sich aus der Integralgleichung. Setzt man in ihr C=-, damit y 


mit n für e=c übereinstimmt, so erhält sie die Form 
r* 
ae RE \ - —Le(x—c)’ (2—ecY 
y (- 5) 76 ce (2 — ec) c(7—-c) —-ı(2—c), 
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a* 


16 

und zwar mit jeder der Parabeln eine Berührung erster Ordnung hat. 
5. Die Gleichung 2ry(1+y)—(zy'+y)’ =. 

Ihre Auflösung lautet 


welche zeigt, dass die Curve y= 





eine Enveloppe der Parabelschaar ist 





„'— utV2ey. yon __ 45 (y-z)y2yYy 
y eh Ir — rer? = *) — / ai j ‘ u 
22y 2y— x Vz (2y—x) 








Zwei Wurzeln von y’ werden gleich 

1) für y=0, 2) für y=e. 

Beide Gleichungen genügen der Differentialgleichung. y=0 ist ein 
singuläres Integral, denn für ein von Null verschiedenes z beginnt die Ent- 
wickelung von y’ mit y3: setzt man ferner 

y= ıcH+tu, 
so erhält man 





z+u + uy2yatu 

















Re z+2u © Yz+2u 
BEACTTTT, 
nr‘ u + START 
z+2u — yYao+2u 
u = (4 V2)utaa+--, 
oder 
d(y—z) _ I ‚u a 
12 = (IH )a-D+- ein 


woraus zu ersehen, dass y=x ein particuläres Integral ist. 

Der Punkt 2=0, y=0 gehört zu den in unseren Betrachtungen 
ausgeschlossenen, da für ihn y’ unbestimmt ist. In der That hört y= 0 
in diesem Punkte auf, Enveloppe zu sein, und berührt daher auch nicht 
das Integral y=zx im Treffpunkte 2=0, y=0. 


Berlin, den 5. Mai 1893. 











The numbers of sums of quadratie residues and of 
quadratic non-residues respectively taken » at a time 
and congruent to any given integer to an odd prime 


modulus ». 
(By Mr. J. ©. Fields in Meadville.) 


Notation. 


For brevity put g=4(p-—1) and let 4 be a primitive root of prime 


modulus p. The g quadratic residues I will designate by «,, &, ..., @, 
which are respectively congruent to 1, 4°, 4°, ..., #7”, the q quadratie 
non-residues by Pf, Pr, -.., A, which are respectively eongruent to 4, 
P, 20. #7,  Suppose now that we have any congruence of the type 
00,4+00,+:::=oe, or P, where the left-hand member is a linear funetion 


of any number » of quadratie residues (go, o ete. being integers) and the 
right-hand member is a quadratie residue or non-residue. Multiplying this 
congruence through by 4“ where a is any integer <g, we obtain a con- 
gruence 00,,,+00,,,+' = %yr. 
latter congruence by 4°" we obtain the former. We see then that if we 
form all possible expressions of the same linear form g9@,+00,+:-- by taking 
all possible arrangements of the q quadratic residues » at a time, the number 
of these expressions which are congruent to a given quadratie residue is 
the same whatever the given quadratic residue may be, also the number 


or /f,+. and conversely multiplying the 


of such expressions which are congruent to any given quadratic non-residue 
is the same whatever the given quadratic non-residue may be. Further 
we see that if we multiply one of the above congruences through by any 
odd power of A we obtain a congruence of the form oß,+0ß,+ = /P, or «a 
where quadratic residues and non-residues are interchanged in position and 
conversely we may return from this latter congruence to the one from which 


we have just derived it. Thence we see that the numbers of expressions 
32" 
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06,+00,-+- which are congruent to a quadratic residue and which are 
congruent to a quadratic non-residue respectively are the same as the numbers 
of expressions 0P,-+oß,+- which are congruent to a quadratic non-residue 
and which are congruent to a quadratic residue respectively. In this paper 
we will only have to do with the forms 

(A.) a,+0,++ke, 

(B.) B,+B++Kkß, 
where the «’s and f’s are all distinet and their coefficients all equal to 
unity with the exception of one whose coefficient may be any integer A. 
We will consider (A.) and (B.) each as the sum of » quantities, k of which 
are equal, the others being all distinet. Our notation will be as follows. 

P,„ designates the number of expressions of the type (A.) which 
are congruent to any given quadratic residue = the number of expressions 
of the type (B.) which are congruent to any given quadratic non-residue. 

Q,„ designates the number of expressions (A.) which are congruent 
to any given quadratic non-residue = the number of expressions (B.) which 
are congruent to any given quadratic residue. 

R,,„ designates the number of expressions (A.) which are congruent 
to 0 = the number of expressions (B.) which are congruent to 0. 

S designates the number of sums (a,+/,), each made up of a qua- 
dratie residue and a quadratie non-residue, congruent to any given quadratic 
residue = (evidently by multiplying any congruence «,+ß,=«, by an odd 
power of 4, the «’s and /’s will interchange positions) the number of such 
sums of type (@,-+/ß,) as are congruent to any given quadratic non-residue. 

S' designates the number of sums of type (@«,+/,) which are con- 
gruent to OÖ. 

When #=1, instead of P,,., Qı., Rı. I will use P,, Q,, R, respec- 
tively, so that 

P,„ designates the number of sums of distinet quadratic residues taken 
» at a time, and congruent to any given quadratic residue = the number 
of sums of distinet quadratic non-residues taken » at a time, and congruent 
to any given quadratic non-residue. 

(Q, designates the number of sums of distinet quadratic residues taken 
» at a time, and congruent to any given quadratic non-residue = the number 
of sums of distinet quadratic non-residues taken » at a time and congruent 
to any given quadratic residue. 
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R, designates the number of sums of distinet quadratic residues or 
of distinet quadratic non-residues respectively taken » at a time and con- 
gruent to 0. 


I will put ,=1 or O and e, -(5)= +1 or —1 according as ö is 
a quadratic residue or non-residue of p, whence ,=4(1-+e,. I will also 


put e=4/1—(—1)?! =1 or O0 according as g is odd or even, and will 
throughout this paper, according to the ordinary notation for the Binomial 


Coefficients, designate by ( > the coeffieient of x” in (1+ 2). 


Case of n=2. 
We will first find P,, Q,, R,, S, S'. Consider all eongruences of 
the following types, which can be formed with the g quadratie residues 


and the q quadratie non-residues, the two quantities on the left of any given 
congruence being distinet from one another. 


0,t0, = 0a. The whole number of eongruences of this type is qP:.. 
0,+ß,Z 0. - - - - - 0°. - .-q8. 
P,.+P, = % - - - - - 0. - 90%. 
o,+0, = Pf. - - - - - - -  - 09 
a,+0, = Pf. - - - - - a - .- q8. 
P,+ P, —=P, - - - - - rc ae u ; * 
o,+0, =V. - - - - - - = 
e,+ß,=V. - - - - - NR - ..-.58. 
BP, +P,=d. - - - - - SE. ur ° 


Supposing t any given integer, all possible eongruences c+d = t{mod.p) 
which can be formed, ce and d being distinet integers each <p, are easily 
seen to be 4(p—3) in number. "The whole number of congruences belonging 
to any one of the first three types above and having a given qua- 
dratice residue «, on the right, must be 1(p—-3). We have therefore 
P,+S+0,=4(p—-3). To any given pair of integers «,, «, there always 
corresponds one and only one integer „</p such that «,+y = «,(mod.p). 
Now «, remaining constant, if we give to «, in succession the values of 
all.of the g quadratic residues excluding only «, (which value of «, would 
require „= 0) and, if 2 is a quadratie residue excluding also a value «, 
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where 2«,=a«,, we will have altogether g—1—e, such congruences, which 
evidently inelude all congruences @,+a@,= «a, each counted twice (viz. once 
with y=oe, and once with „=«,), and all congruences «,+ß,=«, each 
counted once; this gives us evidently 2P,+s = g—1-.. 

Also from the 2", 5" and 8" of the types of congruence above we 
see that the whole number of sums of the type «,+P, must equal 2gs-+s.. 
But also plainly the number of such sums formed by pairing any residue 
with any non-residue, is g’; therefore 2gs+s’=g’. Further from the cri- 





terion D=(-) (mod.p), we know that the quadratie residues are or are 


not congruent to the negatives of the quadratic non-residues according as 
q is odd or even, whence s =ge. Lastly taking the number of pairs of 
quadratic residues two at a time, from the 1“, 4” and 7" of the types of 
congruence above we find g(PR+Q)+R,=4g(q—]). 

Colleeting our results we have the five equations: 
P,+0,+S=g-1, 2PR,+S=g-8—1, 2g+s=g, s=ges, 
gq(P.+0Q:.)+R; dgl). 

Hence we derive 
1) IP,=4(g+.—28,—2), O0, =14lg+e+2.,—2), 
| IR,=4gl1-0), S=4@-9), Sg, 
and on substituting their values for e and & 


y =». —i p’—1 
we 


E e— | N ' P= 
ih Hp-6-(-1) use, 0; = 41p-2—-(—1) ? +2(-1) 
fr | En ' ia 
2) IR 4 p-DUH-D 'h, S=4ip-2+1)° |, 
Ä 4 — 
g = 4P-DU--D°, 


Applieation to the Series of Gauss. 
Using Dirichlet's notation 





Fa a 
" hi a. <hrri 


p-l se —— Y 
yY(h,p)=Ze ? =1428e > 
s—( 
we have 
2hrti 
pl 8 re 
= Ye 


s—u) 


an Fer: 
a. 2hrei A, 2hrri 


? =14Z8e ? +Ze > 





whence 


a. Yhri g, uni ha, Zei hp, Zu 


IT — 
ph, = Ze 7 2er 2er zer 
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We have then 





@ 2m 8 2ni 
2 dr A 
hp’ = (Ze ?-2e ?’) 
(a,+a,, mi (rt (a,tA, 2 2a, ZU 2a, 2 
y— ) ) 
= 2(3e ’ +2e » Ze ?P)+3e ?+3e ?P 


= OKP+O,-SZe" ? +ze > HER,-S/+Ze ? +ze » 
= 2/8S-P,— 0,;+2R,—S'|—1 
= (1-2:)(29+1) 
= (-1)'p. 
We have therefore 


8.) ph, OP = pl-V. 


2rri 2ri 


(General Case. 

Consider all expressions of the type @,+@,+-+e,, which consists 

of the sum of any n—k distinet quadratic residues. To each such ex- 
pression corresponds a congruence &,+0,+.-0,=y (mod.p) where y is a 
quadratie residue, a quadratic non-residue or 0. Here the number of con- 
gruences for which y is any particular quadratie residue is P,,_,, the 
number for which y is any particular quadratie non-residue is Q 








In-ı, And 


the number for which y is 0 is A, The whole number of all con- 
gruences of the above type is of course the number of combinations of the q 


quadratie residues taken r— k at a time, that is 6) = a(P.-.-+0.-J+R 


Now % being any positive integer not a multiple of p, take all congruences 
formed by adding each term of the type Aa, to each of congruences of the 


q 
—k 


namely of all congruences of the type 0,+@,+--+0,+ka,=y+hka,. We 
will first consider the left-hand side of these congruences. Here we have 
all expressions of the type @,+@,+--+0,+Ake,, where «, may or may not 
coineide with any one of the first »—%k quadratie residues in this linear 
expression. If k is >1 these expressions are evidently all different from 
one another, and of those in which «, is distinet from the first »—%k qua- 
dratie residues in the expression, there are in our notation P,,, Q;,, and 
R,,„ eongruent to any given quadratie residue, to any given quadratie non- 


above type. We obtain altogether thus a(, ) congruences, consisting 
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residue, and to 0 respectively. Those expressions in which «, coineides 
with one of the first „—% distinet quadratie residues, include evidently all 
expressions of the type @.+a, +: +a,+(k+1l)e, where the a’s are n—k 
in number and all distinet from one another, and of these expressions there 
are Pins Qrrın, and R,,,. eongruent to any given quadratic residue, to 
any given quadratic non-residue, and to O0 respectively. When therefore 
k is >1, of all expressions @,+0,+---+ko, oceurring on the left-hand side 
of congruences of the above type, the numbers which are congruent to 
any given quadratic residue, to any given quadratic non-residue, and to 0 
respectively, are 
(4.) PıntPirins QrntOrtıns Bunt Ras. 
If however k= 1, each expression «,+0@,+--@,+1.o,, in which «, is distinet 
from the first »—1 quadratic residues in the expression, repeats itself » 
times, namely with each one of the » quadratic residues in turn added to 
the sum of the other »—1. Of these expressions we have therefore 
nP,., »Q,,. and »„AR,, congruent to any given quadratic residue, to any 
given quadratice non-residue, and to O respectively. Of the expressions in 
which «, coineides with one of the first »„—1 distinet quadratic residues, 
ach oceurs but once, giving us the terms of type @.+a,-+-+0,+2«, of 
which P;,, Q,. and AR,, are congruent to any given quadratic residue, to 
any given quadratic non-residue, and to O respectively. When therefore 
k=1, of all expressions &,+@,+-+ka, oceurring on the left-hand side of 
congruences of the above type, the numbers which are congruent to any 
given quadratie residue, to any given quadratie non-residue, and to 0 re- 
spectively, are 
(9.) nP,.„+P:., nrQı.+ O2. nR,.+ RR... 


We will now turn to the expressions y+ko, on the right-hand side 
of eongruences of the above type, k being any positive integer. Here any 
given expression y+Aa, oceurs P,.-, Qın Or R,„-, times according as 
y is a quadratic residue, a quadratic non-residue or 0. Also ka, is con- 
gruent to a quadratic residue or non-residue according as k is a quadratie 
residue or non residue, and we may therefore replace the g terms of type 
ka, by the q quadratic residues or by the g quadratic non-residues accor- 
ding as k is a quadratie residue or non-residue. We may thus replace the 
expressions Yy+ka, in the congruences by expressions of the type y+e, or 
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y+P, to which they are congruent according as k is a quadratie residue 
or non-residue. We have now to consider the expressions Y+Äe,, that is 
according as k is a quadratic residue or non-residue the expressions y-+«, 
or y+P,, with reference to the numbers of such expressions which are 
congruent to a quadratic residue, to a quadratic non-residue, and to 0, each 
such expression being repeated P,,_,, Qı._, or R,,„_, times according as 
is a quadratic residue, a quadratic non-residue or (0. 

l. Suppose k a quadratic residue, whence &, = 1, and consider the 
expressions of type Y+a,. There will be four cases: 

a.) I y=e, a quadratic residue distinet from «,, we have the ex- 
pression y+a,=o,+o, repeated P,,_, times; also if y=«, we have the 


Y 


/ 
expression y+a@,=«a,+e, repeated P,„_, times. Therefore altogether we 
have any given expression of the type «,+«, repeated 2P, „_, times. 
b.) If y=«, we have the expression „+, = 2«, repeated P, „_, times. 


ec.) f „=, & quadratie non-residue, we have the expression 
y+a,=fP,+e, repeated Q,,_,; times. 

d.) If 7=0 we have the expression y+a,=«, repeated R, „_ 

Now the numbers of distinet expressions of the type @,+«, con- 


‚ times. 
gruent to any given quadratie residue, to any given quadratie non-residue 
and to O are P,, Q, and R, respectively and a.) gives us each such distinet 
expression repeated 2P,,„_, times. 

From a.) we have then 2P;P,, 20.P.. 
of type y+e, which are congruent to any given quadratie residue, to any 
given quadratie non-residue and to 0 respectively. 


vr 


and 2R,P, „_, expressions 


i—k >) 


Each of the g expressions 2«, is congruent to a distinet one of the g 
quadratic residues or of the g quadratie non-residues according as 2 is a 
quadratie residue or non-residue and therefore the numbers of distinet ex- 
pressions of this type eongruent to any given quadratie residue, to any given 
quadratie non-residue and to 0 are 3, 1—&, and 0 respectively, and b.) 
gives us each such distinet expression repeated P,„_, times. 

From b.) we have then 3 P,,.-., (1-&)P,._, and 0 expressions of 
the type y+«, which are congruent to any given quadratie residue, to any 
given quadratic non-residue and to 0 respectively. 

Also the numbers of distinet expressions of the type «@,+/, con- 
gruent to any given quadratic residue, to any given quadratice non-residue 
and to O0 are S, S and S’ respectively and c.) gives us each of these ex- 
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pressions repeated Q,,_, times. From c.) we have thus SQ,,._., SO. 
and S’Q,,_, expressions of the type 7+«, which are congruent to any given 
quadratie residue, to any given quadratie non-residue and to O respeectively. 
Evidently d.) gives us A,,_, expressions of the type -+«, congruent 
to any given quadratic residue. 
From a.), b.), e.) and d.) combined we have altogether therefore 


(2P,;+&)P,„-r+ SO. + Rınıs 29,—&+1)P,.-ı+ SQ. 


BE a) 
2R,P, „+8 OLn- 


expressions of the type 7+.«, congruent to any given quadratie residue, to 
any given quadratie non-residue and to 0 respectively. "These then are 
the numbers of expressions of the type +ke, (k being a quadratie residue) 
on the right-hand side of above eongruences, which are congruent to any 
given quadratice residue, to any given quadratic non-residue and to 0 
respectively. 

2. Suppose & a quadratic non-residue, whence &,= 0, and consider 
the expressions of type y+?,. There will be four cases precisely analogous 
to those above. 

a.) f y=P, a Quadratie non-residue distinet from /,, we have the 
expression „+P,= P,„+P, repeated Q,,_, times, also if =, we have the 


expression +9,=P,+P, repeated Q,,_, times. Therefore we have alto- 
d I’ I’: N 1.n 


gether any given expression of the type ,+P, repeated 2Q,„_, times. 
b'.) If y= P, we have the expression y+P,=2/, repeated Q,,_, times. 
ec.) Ify= «,„a quadratie residue, we have the expression „+P,= «,+P, 
repeated P,„_, times. 
d.) If y= 0 we have the expression y+/,= P, repeated R,,_, times, 
The numbers of distinet expressions of the type 5,+ P, eongruent 
to any given quadratie residue, to any given quadratic non-residue and to 0 
are 0, P, and R, respectively and a’.) gives us each such distinet expression 
repeated 2Q0,,_, times. From a.) we have then 20,0,.-, 2P,Q,,_, and 
2R,Q,,._, expressions of the type +, which are congruent to any given 
juadratie residue, to any given quadratic non-residue and to 0 respectively. 
Each of the q expressions 2/, is congruent to a distinet one of the q qua- 
dratie residues or of the g quadratic non-residues according as 2 is a qua- 
dratic non-residue or residue and therefore the numbers of distinet expressions 


of this type eongruent to any given quadratie residue, to any given quadratie 
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non-residue and to O0 are 1—&, & and 0 respectively, and (5.) gives us 
each such distinet expression repeated Q,,_, times. From b.) we have 
then (1-8)Q,,, &Qı._, and 0 expressions of type +7, which are con- 
gruent to any given quadratic residue, to any given quadratic non-residue 
and to O0 respectively. 

Also the numbers of distinet expressions of the type @,+/, eongruent 
to any given quadratie residue, to any given quadratic non-residue and to 0 
are S, S and S’ respectively and ec.) gives us each of these expressions 
repeated P,,_, times. From (c‘.) we have thus SP,,_,, SP,._, and SP, 
expressions of the type y+P, which are congruent to any given quadratie 
residue, to any given quadratic non-residue and to 0 respeectively. 

Finally d‘.) gives us R,„_, expressions of the type y+7, eongruent 
to any given quadratie residue. 
From a.), b.), e.) and d’.) combined we have altogether therefore 
(2Q.-2+1)Q,.+SPın-., @PR+&)Q.+SP.-.t+R 
| 2R.Q,..+S'P,, 


expressions of type +, eongruent to any given quadratic residue, to any 


h “ 


N 
.) 


given quadratic non-residue and to 0 respectively. These then are the 
numbers of expressions of the type y+ka, (k being a quadratic non-residue) 
on the right-hand side of above congruences, which are congruent to any 
given quadratic residue, to any given quadratic non-residue and to 0 
respectively. 

The formulae (6.) and (7.) hold for k a quadratie residue and for k 
a quadratic non-residue respectivelv. Multiplying the expressions in (6.) 
by & and those in (7.) by (l1—e,) and taking the three sums formed by 
adding corresponding terms in the two sets of formulae, since —l1=(0 or 
& = 0 according as k is a quadratie residue or non-residue, we obtain for- 
mulae which hold whether Ak is a quadratie residue or non-residue. T'hus 
in general the numbers of our expressions y+ka, which are congruent to 
any given quadratie residue, to any given quadratic non-residue and to 0 
are respectively 
(212 P,+%)Pı.t+SQu.At+R.+Al-8) 20 -&+1)Q ut SP. .; 
(8.) &/(20,.—+1)Pın-ı+SQı.-. +(1—-8)/2P,+8&)Q,.-ı+SPı„_.+R 
(&j2R,Pın+S Qu +18) 2RQ,..,+S’ Pını 


l.n—ki 





The three expressions given by (8.) and deduced from the eonsideration 
33* 
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of the right-hand side of the congruences must of course be respectively 
equal to the corresponding three expressions deduced from the consideration 
of the left-hand side of the same congruences, and given by (4.) or (5.) 
according as kis > or =1. Thu if kiss >1 
P.n+ ER = & (2P;-+ &)Pın-rt+S Qi. + R,._.) 
+(1-8)[20,-&+1)0,.-.,+8 Pı.-ı, 
O..+ On = 8129: -B+1)Pı.+ SO... 
+(1-8) I2P;+ 8) O,.t+SPı.-t+ Ru, 
R..+Rır. = &2RP,.-+S Qun-ı| 
+(1-8) ]2R,Q,.+S Pın-ıl- 
From these equations eliminate R,„_, by aid of the relation 


(Pia t+ Pia) + Rın-ı Bu (9) 
and we may write them thus: 


P.a+Pa = Pıo-la(@PR-S+2—g)+S! 
+0,.18(8-20,-9+8—1)+20,—&+11+(,7,)& 
Q..+ Qi. = Pın-l& 2 -8S-.+g9+1)+S-4] 
+ Q.18(8-2P,-&+g)+2P,+2—gl+(,?,)A-), 
Ru, +R.. = Pı.2&aR,+(1-8)8) +0,68’ —2R,)+2R;|. 


In these equations substitute for P,, Q,, R,, S, S’ their values given by 
(1.) and put ,=4(l+e,). We obtain 


2(P.n+ Pırı.) or 1&.(e-g-V)-1P..-r—-(g+ De Qu-+(,°,) (1-e;), 


(9.) 





Um 2(QO,n+ PH) = (+ 9)&aPın—|&(e-g—1)+110,. +! J)Aa-e), 
2(R,..+ R.,1.) = q1-29)e +1 P,.-.- g/1-2d)e—1} Q,.. 

From (5.) we see that we can obtain the corresponding results for k=1 
by substituting »P,,, rQ,., „nR,„ respectively for P,., Qin, Rı, in the ex- 
pressions on the left-hand side of any of the equations just given. Thus 
from (10.) we derive: 


2(nP,„+P.,) = jea(@-g-D-UP.-Q+9&Qm+(,T,) 1-0), 





(11.) 2(nO,„+ O;.) = (+9 Pı.-al-g-D+10Q,.+,7,)A-e), 


2(nR,„+ R.,) = q’1—2ed)e +1] P,..—-gil-2e)e,—1|Q,.-.- 
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Since from consideration of the whole number of distinet expressions of 
type @,+a,+--+Ke,, the «'s being a—k+1 in number and distinet from 
each other, we have 


gqg—] 
gq(P,„+ Q,.)+R,. Zn 6 q(P;a+ O,.)+ R., == g(? \. ( .1) 


n—k’/ 
we can immediately determine R,,, R,, when we know the values of P,,. 
On: Pins Qim We will therefore consider only the first two equations of 
each of the two sets of three equations (10.) and (11.). To the first equation 
in (10.) add the second equation multiplied by an arbitrary quantity z and 
we obtain 
[*P..+30,)+2(Put 30) = jale-g-D-14Hs(+de/P, 
(12.) ( | 
| - (g+9e&+2(&(e-g—1)+1) 0...+ 77) (I+e)+3(1-e)|. 
On the right-hand side of this equation the ratio of the ceoefficient of ©, ,_, 
to that of P,,_. 18 
tere Mars 
— le +g)+(e-g—1)je+1 
i. e. if z is a root of the quadratic equation 


—3 evidently if I. arme gr }) j 
= 12E+g)+(e-g—]1), 
(13.) (e+9)3 +2(e-g—1)s+(e+g) = 0. 
Denote the two roots of this equation by z, #. These are evidently 
quantities independent of k and » and dependent upon p alone. Supposing 
now that z has one of these values, (12.) becomes 


2(P,n+304n)+2(Prrint 3 Qr41n) 
= ja(e-9-1)-1+3(+Nel(Pıant+30.)+(, )Ut+e)+3(1-eJ). 

For brevity put N,, = P,„+30;,, then 
2(N,.+ N) = |a(e—-g-1)—-142(e+g)e!N 


. Ink 
(14.) 
\ | RW a 
| +(„ )t+te, +2(1--e, : 
When A=1, in like manner from (11.) we derive 
[ER N..+N;.) u e(e—-g—1)—1+z(e+g)e!N,.- 
(15.) 6 \ \ 
| + 2 )dte)+s(1-e)) 
Further put for brevity 


1a, = &(-g-1)—-1+2(+g)e,=oe—1, (-1)h,.= CR l+e,)+3(1-e;)}, 


\ 


e = 8-g-I+z(e+g). 
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Substituting for e its value 4(1—(-1)°), from (13.) we find (see 3) 
(16.) e=p-N=g. 
We might also notice by the way that our quadratie equation (13.) may 
be written (3-+1)’=p(—-1)”(-1) or z+1= +9.(z-1). From (14.) and 
(15.) we derive 
2 (1) (N,_,.+N;.) = %_, NH + r-ın 


2 (- 1)" (N, ., + N, _ 1) d,_2 N m the. . 


\ 


2 (— 1)' (N, „ 5; N; „) = 6; N... r h; „ E) 
2 (— 1)' (n Nın + N, „) na d, N, „—ı + hin 


Adding these k—1 equations we obtain 
(17.) 2(—1)""N,.—2nN,, Z— a Nur t Nat ta Nat Eh 
We have 2N,. = 2(P,.+20,.) = 2l.+2(1-8,)| = 1+e,+z2(l1-e,)=h,. In 
(17.) putting H, = z h,. also putting k=n and giving to n successively 
the values 1, 2, etc. we get 

2rN „.+a N. + Na. +"+a,.N:+a,_,N.,ı+H, = 0, 


2 (n vr 1)N,.-ı +a,N,a-2+ + a,_3N, 2t4,_2 N,.+ H,_, =U, 


I 


4N,»+a,N,,+H; 
Solving for N,, from these » equations we obtain 


a, di; Hr at 
2(n—1) a, 0 a 
0 2(n—2) & :.. %u a; H, 
(18.) n!(—2)"N,. = 
0 0 Bi, a 3 
0 0 ra 2.4, 


To the last column in this determinant add a multiple of each of the pre- 





WE s—-1l/g 
RN x h 
ceding columns, the quantity multiplying the r" column being - } 3 
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Instead of H,_, we will then have 


G ME u] ID) g—1 + x ( q 5} 


| 2 y a 
u n—s—1 ı \n—s—m/ ") 
Now 
ve N Nn—N ( s “ ” 2 y 
H,_ = Eh...=.=(, ° )C-Dril+e)+z(l-e, 
— n—s—m/ Pc i 
whence 
y / gr G \ vv ze \, 
6, = (Ha)E( 7 )-DrHa-)E(_ , ed" 
ai NM: „1 ‘N S—M 
s—] g—]1 n—s—1 ( P I 
E% 2 a( N }+ B: [ N ) ni (oe X 
0 n—s—] ı \n—s—m/ AR <> / 
REIN Ye 
Er Mr AR are / 0 Fa n—s—m/ 
_ 249(% — 3 
n—s—1/ 
’ q-1l \/29%@—1) s—] i \,J1-: 
== m. -——3—] i- Bi 
n—s—1 0 0 / 0 
1-—; 
= G,—; 
0 | 
since 
f 1o\i ( u \ a ‘&; \ . . ) / 02 BR \ Eı/ rs 2 
o(l+3)+p(l—-3)=(e+g)3 +2(e-g-1)s+(+g)=) 


by \ 13.). 


Our new determinant then only differs from that in (18.) by substi- 
1—: 


tuting throughout the last column @,_, = a,_, for H,_, excepting in 
OÖ ‚ 
the top term of column for which we must plainly substitute 
 __ 2gs=-1) Yg—1 1—3 /g—1N! 
G,— 1% ir = a,+2 24 )- 
0 n—1 0 | n—1/ 
We have then 
fen} 
a, een in +2q(, | 
Z(n-l) a A 
Y/ IN 
5 gie 0 2(n—2) a, -.. G,_ 4,3 4, 
(19.) n!(—2)"N,. : 
0 0 Bi, a 
0 0  ErFE 2 


Dividing each row of this determinant through by —2 and putting 
2rb, we may write (19.) in the form 
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b, 2b, ... (n—2)b,_, (n—1)b,_, nb, 
—(n—]1) bb... (n-3)b,, (n-2)b,_. (n—1)b,_,' 
= | ER v —(n—2) .. Bali zu (n— Pe ; (n— Be ai 
(20.) „!IN.= Er PR | re! 
0 0 a —) b, 2b, | 
0 BYar 0 En, | Bi 
Now this last determinant we know to be »! times the eoeffieient of x” in 
the expansion of e+=+ ++, Call this eoefficient C, Then on divi- 
ding (20.) through by a! we obtain 
N l—z 
(21.) N. + HD 


Here z is a root of the Se equation (13.). Indicating by one 
or two dashes respectively that 3° or =’ is substituted for z in any quantity 
depending upon z, we have 


N,. = Mi (at, N,.= - IC (at. 


Putting 





(O-2&-7- 22) 
we find 


1 


no (2)! 
er ee ” = (1+2)Teir/@) 


and ©, is therefore the coefficient of =” in the expansion of (1+=) ei’, 
From (21.) we obtain 








#3 ! mar! ! „ z'' .. x’ Te . . 
(3 —-23)P,.„=23 N.-2N,, - (# “ e; (9) + eoetfieient of x" in 





(1+2)7 Fr 3) er@_ 3 Ze , ke) 
Hence noting that 0 = —e” = Yp(—1)? by (16.), substituting for 3’, 3” their 
values given by (13.) and putting eg = e' we find 
2pP,. = 2 (7 )— eoeffieient of =” in 
AH NA-E-DIEW + IHE- DIET) 
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Similarly 
' 7 r vr q 2” —] 2 —]1 pn ° > Pr 
(3 —2 Qi. =N,.„—N,, = ’ fr )+ eoeffieient ot r’ ın 
n’\ go 0 
/ a) 1-7 ua 1—z' a 
1+r)"° —_— ee _ i def). 
Hence 


2pQ,.= 2(7)+ eoefficient of =" in (1+2)(e(—1-1)e!!—(g(—1+1)ei?!. 
Also 
pR,,. = p(?)—g(pP,.+p Q,.) = (7)+eoeffieient of x" in g 1+2)"(e!+e"), 


We may write our collected results in the following form 
2pP, = coeffieient of x" in 2(1+r)’ 


— (1+2)°\(e’+e”)+0o (—1) EX? —o% |. 
(22.) 12pQ, = coeffieient of =” in 2(1+x)' 
— (1+r)” (EHEN) — 9 —1)' e’? —ep” 





ZpR, = coefficient of =” in 2 1+r)V+(p-V)I+r)"je’ He), 


Pe. „Aue £ ’ . » . . 
Here eo = +Y/p(-1)'= +9 (see 3.), for in these formulae it plainly makes 
no difference whether we give a positive or negative sign to the radieal, 


r —[T \ » r 4 - 
and f= 2) To find P,, Q,., R, we evidently only require to 
take account of the first » terms in f when expanding our exponential 


funetions. When g is odd e=VY—p=iVp and we may write (22.) thus 


uud id a 
\ 4 





pP, = eoeffieient of x" in (I+@)’—(1+r) !(eoslYp.f+Vpsin}Vp.f). 
(23.)1p0Q, = - - 2" - (142) —(142)"°(eostyYp.f—VpsinlYp.f), 
PRR= -  - = - (HH -Dli+z)teosh/p.f. 


Formulae (22.) and (23.) determine as the coefficients of certain generating 
funetions the numbers which we sought. 

We may remark, where » is an integer prime to p—1, that (22.) 
gives the numbers of sums of the v" powers of the quadratie residues and 
of the quadratice non-residues respectively taken » at a time and congruent 
to any given integer to a prime modulus p. For if v is prime to p—1 
we have 4#’=4, (mod.p) where 4, is also a primitive root of p, whence 
=t"=hW =o,, a quadratie residue ineongruent to quadratie residue 
a, where «, is incongruent to «,. 
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Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen. 


(Von Herrn Paul Stäckel in Halle a. S.) 


Dis einfachste Beispiel einer analytischen Function mit beschränktem 
Existenzbereiche dürfte wohl die Funetion g(z) sein, welche durch die inner- 
halb des Kreises |z!= 1 convergente Potenzreihe 


1+ 32’ 13" +... u N z“ 


definirt wird, wobei a eine positive ganze Zahl grösser als Eins bedeutet. 
Denn da der absolute Werth von Y(z) bei Annäherung an die Stelle s3=1 
unbeschränkt wächst, so folgt aus der Identität: 

pe") = P@)-3-3°-3° 3", 
dass dasselbe für die Annäherung an alle Stellen gilt, welche durch die 
Gleichungen: 

Pi — 1 (n=1,2,3,...) 
definirt werden. Diese Stellen aber erfüllen überalldicht die Peripherie des 
Kreises |2|=1. Uebrigens ist diese Eigenschaft der Funetion (2), welche 
grosse Aehnliehkeit mit der von Herrn Weierstrass zu demselben Zwecke 
herangezogenen Function 


vs 


b” a” 
= 


N—U 
besitzt, bereits von den Herren Lerch und Hadamard gefunden worden, 
deren Betrachtungen jedoch nicht den elementaren Charakter des hier mit- 
getheilten Beweises besitzen. 
Bedeutet nunmehr f(z) irgend eine eindeutige analytische Function, 

welche durch die innerhalb des Kreises |z|= 1 convergente Potenzreihe 

- r 

5 c,3" 

n=—\) 
dargestellt wird und sich nicht über diesen Kreis hinaus fortsetzen lässt, 
und wird um eine beliebige Stelle «, der z-Ebene der Kreis mit dem Radius 
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r, beschrieben, so ist 
“> 
f 3—4, 
eine eindeutige analytische Function von z, welche nur ausserhalb dieses 
Kreises existirt. Beschreibt man weiter um m beliebige Punkte «a.. @, ..., @, 


die Kreise mit den Radien r,, r;, ..., r„, so erkennt man sofort, dass der 


Ausdruck 
m i f . 
< Ef ( au ): 
© u 


ul 
in welchem &, &, ..., &, beliebige Constanten bedeuten, in der Umgebung 
jeder Stelle z, welche keinem der m Kreise angehört, in eine Potenzreihe 
I(z—z,) entwickelt werden kann und dass keine dieser Potenzreihen sich 
in das Innere eines jener Kreise fortsetzen lässt. Der betrachtete Ausdruck 
stellt also soviel eindeutige monogene analytische Functionen dar, als die 
Anzahl der zusammenhängenden Gebiete beträgt, aus denen der Bereich der 
z-Ebene ausserhalb der m Kreise besteht. Man kann daher durch geeignete 
Wahl dieser Kreise bewirken, dass die unendliche Summe rationaler Fune- 
tionen von 2: 


%. 


E Sec l— 
—— = €,C, 


=] ui 3—4,, 
eine vorgeschriebene Anzahl analytischer Funetionen gleichzeitig darstellt. 
Man darf sogar die Anzahl der Kreise unbeschränkt wachsen lassen, 
wenn man nur für die Convergenz der so entstehenden Summe: 
3er) 
u‘ s—A,/ 


sorgt. Diese aber wird für alle Punkte des Gebietes I! ausserhalb der 





Kreise erreicht, wenn man die Constanten &,, &, ... der Bedingung 
> le, . 1 
7) Bu 


unterwirft. Wird nunmehr durch beliebig viele, in sich zurücklaufende, sonst 
aber ganz willkürliche Curven ein zusammenhängendes Gebiet A aus der 
3-Ebene ausgesondert, so kann man den übrig bleibenden Theil 3 dieser 
Ebene stets so mit Kreisen bedecken, dass jeder Punkt von ‘S mindestens 
einer, höchstens aber einer endlichen Anzahl der Kreisflächen angehört, 
während kein Punkt von X im Inneren eines der Kreise liegt; hierzu wird 
im allgemeinen ein Grenzverfahren nöthig sein. Bildet man jetzt für diese 
Kreise den Ausdruck 
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= 5} _. ) 

Fo) = Sulz) 

so überzeugt man sich leicht, dass er eine eindeutige analytische Function 
von z darstellt, deren Existenzbereich genau der gegebene Bereich W ist. 
Hiermit aber ist der zuerst von Herrn Weierstrass ausgesprochene, dann 
von Herrn Mittag-Leffler bewiesene Satz in einfacher Weise hergeleitet, 
dass zu jedem solchen Bereiche A eindeutige analytische Functionen von z 
gehören, deren Existenzbereich genau WA ist, ein Satz, dessen Richtigkeit 
später auch Herr Poincare durch Betrachtung von Ausdrücken der Form 


% c 
y' ee n a2 


1 3—0, 
dargethan hat, in denen a, und ec, Const«nten bedeuten. 

Das soeben auseinandergesetzte Beweisverfahren leistet aber noch 
mehr. Es giebt bekanntlich eindeutige analytische Funetionen mit be- 
schränktem Existenzbereiche, deren absoluter Betrag für alle Stellen dieses 
Bereiches eine endliche obere Grenze besitzt. Eine solche Function ergiebt 
sich z. B. sofort durch Integration aus der oben benutzten Function (2), und 
man erkennt so, dass die eindeutige analytische Funetion 


2 
a’ 


vez u iS : 
Ai ° ) Wan a” 
nur innerhalb des Kreises |z|=1 existirt und dass stets 


pr 1 


w(2)| 
| ! \ /| a1 


ist. Bildet man aber unter den alten Voraussetzungen über die Grössen 
&,, 7, und a, den Ausdruck: 
er r 
Wr 2 . n 
P(2) Ss P. Eu w(- ). 


vl 3—(A, 


so ist klar, dass er eine eindeutige analytische Function von z darstellt, 
deren Existenzbereich der gegebene Bereich A ist, und dass für den ganzen 
Bereich X! die Ungleichheit 

Pe 
gilt. Es giebt also für jeden Bereich A der oben definirten Art auch ein- 
deutige analytische Funetionen von z, deren Existenzbereich genau A ist 
und deren absoluter Betrag für alle Stellen dieses Bereiches eine endliche 


obere Grenze besitzt. 








Die Differentialbeziehungen 
für die eindeutigen doppeltperiodischen Functionen 
| zweiter bzw. dritter Art. 

(Von Herrn Eugen Jahnke.) 


2 

Ahr Aufstellung der Differentialbeziehungen für die Hermiteschen 
doppeltperiodischen Funetionen zweiter bzw. dritter Art sollen im Folgenden 
drei Wege eingeschlagen werden. 

Bei dem ersten Wege benutze ich einmal die von Liouwille für die 
doppeltperiodischen Funetionen gegebene Darstellung, andererseits eine noch 
nicht bekannte Form für die Differentialgleichung, welcher jede eindeutige 
doppeltperiodische Funetion genügen muss. So gelange ich zu einer unend- 
lichen Folge homogener Differentialgleichungen vter Ordnung und vten Grades 
v=1,2,...), die sich nach einem angegebenen Verfahren in explieiter 
Form aufstellen lassen. Dieser Weg hat den Vortheil, dass er die charak- 
terisirte Klasse von Differentialbeziehungen nicht bloss für die Funetionen 
zweiter, sondern auch für die Funetionen dritter Art mit einem Schlage liefert. 
Die hierbei anzustellenden Untersuchungen bilden zugleich eine neue Be- 
gsründung und Erweiterung der bezüglichen von Herrn Krause auf anderem 
Wege gewonnenen Kesultate. 

Will man aber sämmtliche Differentialgleichungen aufstellen und 
ausserdem Bedingungsgleichungen vermeiden, so muss man von Identitäten 
ausgehen. Während der zweite Weg einfache Identitäten, die aus der De- 
finition der Funetionen zweiter bzw. dritter Art hervorgehen, zum Ausgangs- 
punkte nimmt, — ein Weg, den schon Herr Fuchs und Halphen in gewissen 
Sonderfällen eingeschlagen haben —, beruht der dritte Weg auf dem von 
Herrn Caspary entdeckten Zusammenhange der Funetionen zweiter Art mit 
den Elementen eines Orthogonalsystemes. 
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Der Gang der Untersuchung ist kurz der folgende. 
In No. I wird die Briot- und Bouquetsche Differentialgleichung 


(1) (HE ++) = 0 


du u 
in eine neue Form gebracht, d. i. durch eine Differentialgleichung erster 
Ordnung und zweiten Grades mit doppeltperiodischen Üoefficienten ersetzt 
und hieraus, in No. II, eine unendliche Folge homogener Differentialglei- 
chungen vter Ordnung und vten Grades =1,2,3,...) für die Funetionen 
zweiter bzw. dritter Art abgeleitet. Die Liowvillesche Darstellung der doppelt- 
periodischen Funetionen führt zu einer zweiten unendlichen Folge einfacherer 
Differentialgleichungen derselben Art. Die aus der Doppelperiodieität resul- 
tirenden Bedingungsgleichungen werden für die einfachsten der genannten 
Differentialbeziehungen genauer untersucht und letztere in explieiter Form 
dargestellt. (No. Il, IV, V.) Dabei bleibt, wegen der Eindeutigkeit der 
Funetionen zweiter bzw. dritter Art, noch eine Bedingung für die Residuen 
der diesen zugehörigen doppeltperiodischen Function zu erfüllen, welche zur 
Aufstellung relativer Invarianten für die in Rede stehenden Differentialglei- 
chungen führt. (No. VL) Zum Schluss derselben No. werden die Bedin- 
gungen zusammengefasst, welche nothwendig und hinreichend sind, damit 
eine vorgelegte Funetion eine eindeutige Function zweiter bzw. dritter Art 
vom Grade M darstelle. 

Der zweite Theil beschäftigt sich mit den linearen Differential- 
oleichungen der Funetionen zweiter Art. Zunächst werden für v=2, 3,4 
die binomischen linearen Differentialgleichungen allgemein und für den be- 
sonderen Fall aufgestellt, dass sie zur Klasse der Hermiteschen Differential- 
gleichungen gehören. Dabei wird auf die bezüglichen Fuchsschen Unter- 
suchungen eingegangen (No. VlL) Die folgende No. bringt die allgemeinen 
linearen Differentialgleichungen für v=2, 3 zunächst in dem allgemeinen, 
sodann wieder in dem besonderen Falle, wo sie zur Klasse der Hermiteschen 
Differentialgleichungen gehören. Dabei ergiebt sich ein bemerkenswerthes 
INesultat betreffs ihrer Typen. Die ersten Beispiele einer Hermiteschen Diffe- 
rentialgleichung dritter Ordnung, deren Integralfunetion eine Function zweiter 
Art vom ersten Grade darstellt, rühren, das eine von Herrn Picard, das andere 
von Herrn Mittag-Leffler her. Unsere Methode führt zunächst zu scheinbar 
speeiellen Fällen dieser beiden Typen; doch gelingt der Nachweis, dass 
die Formen, welche unsere Methode liefert, schon die aligemeinen sind. 
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Ausserdem zeigt sich, dass aus einer Form unter Benutzung von Differential- 
relationen niedrigerer Ordnung zahlreiche neue Formen fliessen. 

Der dritte "Theil stützt sich auf Untersuchungen von Herrn Caspary, 
welche die Darstellung der Elemente eines Orthogonalsystemes mittelst der 
Sigmafunctionen einer Variablen betreffen, und führt zur Aufsteliung der 
allgemeinen Differentialidentitäten erster, zweiter, dritter ... Ordnung, denen 
die genannten Elemente genügen. (No. IX.) Hieraus folgen unmittelbar 
die Systeme partieller Differentialgleichungen erster, zweiter, dritter, ... Ord- 
nung für die Casparyschen Elementarfunctionen zweiter Art, deren FErweite- 
rung auf allgemeine Funetionen zweiter Art kurz angedeutet wird. (No. X.) 
Im Falle eines Argumentes wird die Hermitesche Differentialgleichung »ter 
Ordnung, deren Integralfunetion eine Funetion zweiter Art vom ersten Grade 
ist, explieite aufgestellt. Die fürn = 4 bzw. n=5 zuerst von Herrn Mittag- 
Leffler bzw. Herrn Brioschi gegebenen Beispiele erweisen sich als Specialfälle. 

Es sei mir zum Schlusse gestattet, Herrn F. Caspary meinen besten 
Dank für die mannigfachen Anregungen und Rathschläge auszusprechen, 
welche er mir bei Anstellung vorliegender Untersuchungen hat zu Theil 
werden lassen. 


Erster Theil. 
I. 


Transformation der Briot- und Bouquetschen Differentialgleichung. 


Es besteht zwischen einer doppeltperiodischen Function mten Grades w 
und einer solchen zweiten Grades f, die dasselbe primitive Periodenpaar 
haben, eine algebraische Gleichung; dieselbe steigt in » zum zweiten, in { 
zum mten Grade auf, ist in Bezug auf beide Grössen irreductibel und be- 
sitzt die Form 


(2.) LOw+2LOw+L() = 0 
oder 
(2”.) M,w)t"+--+M,w) = 0. 


Die Z,(t) und M,(w) stellen ganze rationale Funetionen ohne gemeinsamen 
Factor dar, die den Grad 2 bzw. m nicht übersteigen dürfen; andererseits 
muss wenigstens einer der Coefficienten Z, in £ den mten und einer der 
Coefficienten M, in w den zweiten Grad wirklich erreichen. Als Function 


nn) 
35* 
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von t muss w die Gestalt haben 
vw = P,\ÖVYRÜÖ+P,(t), 


wo AR(f) eine ganze rationale Function vierten Grades und P,(Ü), Pı(ö 
rationale Functionen des Argumentes sind. Demnach ergiebt sich durch 
Vergleichung 


(L.) LKO-LWOLE = SORC, 


S(t) eine ganze rationale Function höchstens vom Grade m—2. Doch können 
wir annehmen, dass S(f) den genannten Grad wirklich erreicht, da dieser 
Voraussetzung stets mittelst einer linearen gebrochenen Substitution Genüge 
geschehen kann. Somit stellt sich die doppeltperiodische Function w gemäss 
(2.) und (L.) in der Form 


(3.) LWHw+Ld+ESH = 0 
dar, wo 


I" = Rt). 
Wird hiernach die Identität 


LHdw-+2L.Hdw+L(t) = M,(w)t"-+--+M,(w) 


nach «© differentürt, so wird das vollständige Differential des Polynoms 
M(t, w) in (2*.) mit Rücksicht auf (L.) und mit einer leicht verständlichen 
Abkürzung 


dw dt 


— + ———— = 
MC) ° ScoyR(t) 
woraus wegen 
uy 
a) = RO 
die Ditferentialgleichung hervorgeht 
d ‚) N ) ’ ’ ! 
(4.) Ss, +kOw+2Ldw+L() = 0, 


welcher jede eindeutige doppeltperiodische Funetion mten Grades zu genügen 
hat. Dabei stellen die Ableitungen Z;(t) doppeltperiodische Functionen 
2(m-—1)-ten und der Coeffieient S(f) eine solche 2(m—2)-ten Grades dar. 
Gleichung (3.) oder (4.) liefert zugleich in Verbindung mit der Re- 
lation (L.) das System von nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, dass die Differentialgleiehung (1.) durch Funetionen der genannten 
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Art befriedigt wird*). Wird also (3.) oder (4.) als T’ransformation von (1.) 
aufgefasst, so bildet einzig und allein Formel (L.) die nothwendige und 
hinreichende Bedingung, damit die Integrale von (3.) oder (4.) Funetionen 
der verlangten Art seien. 


4 \ 


Der Differentialgleichung (4.) mit der absoluten Invariante I 
. J 


lässt sich noch die Form geben 
a) SOEH+LOe-SHOUO-LO+LO = 0, 


wo das Glied mit der ersten Potenz der abhängigen Variablen verschwunden 
ist. Führt man # als unabhängige Veränderliche ein, so wird (4.) zu 

SORD) = [KL Odw+LMdw+L,M]. 

\ \ dt . ., e\ | 

wodurch sich die Frage nach den doppeltperiodischen Integralfunetionen 
in die Frage nach den algebraischen umsetzt. In dem besonderen Falle, 
dass R(t) ein Quadrat wird, stellt diese Gleichung nichts anderes als die 
Riccatische Differentialgleichung dar**). 

Für m=2, 3 führt Gleichung (3.) oder (4.) auf die binomischen 
und trinomischen Differentialgleichungen erster Ordnung, welche die Herren 
Briot und Bouquet eingehend behandelt haben, d. h. wofür die genannten 
Herren einmal die Relationen, welche zufolge den nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für die Existenz einer eindeutigen doppeltperio- 
dischen Integralfunetion unter den Coeffieienten der Differentialgleichungen 
bestehen müssen, explieite angegeben und andererseits die Integrale auf- 
gestellt haben 
Verfassers für eine umfassendere Klasse von Differentialgleichungen be- 


**##), Dieselbe Aufgabe ist in der Inauguraldissertation des 


handelty) nach einem Verfahren, das sich als Verallgemeinerung einer von 


rt 


Herrn Weierstrass in seinen Vorlesungen angewendeten Methodeyr) darstellt. 
*) Vgl. E. Jahnke „Zur Integration von Differentialgleichungen erster Ordnung, in 
welchen die unabhängige Veränderliche explieite nicht vorkommt, durch eindeutige doppelt- 
periodische Funetionen“. Halle 1559. 8.5 u. flg. 

**) Vgl. Appell, Sur les invariants de quelques &quations differentielles. Liourilles 
Journal Bd. 5, S. 393. 

***) Briot et Bouquet, Theorie des fonetions elliptiques. Paris 1875, S. 381, 387. 
Vgl. auch E. Jahnke, Zur Integration der binomischen Differentialgleichung 3ter Ordnung, 
Zeitschrift f. M. u. Ph., Bd. 34, 8. 376. 

ER? 
Tr) Vgl. Enneper, Elliptische Funetionen, 2. Aufl. von F. Müller, S. 27 u. lg. 
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II. 
Differentialgleichungen der Functionen zweiter bzw. dritter Art. 

Elliptische Function zweiter bzw. dritter Art wird nach Herrn Hermite 
jede Funetion genannt, die im Endlichen überall den Charakter einer ratio- 
nalen Function hat und deren erste bzw. zweite logarithmische Ableitung 
doppeltperiodisch ist“). Setzt man daher 


> d’logx 
(9.) wo, = —, W=1,2,3,...) 
: dw 


so stellt x eine Function zweiter bzw. dritter Art dar, je nachdem die erste 
bzw. zweite logarithmische Ableitung doppeltperiodisch ist. Die Substitution 
(3.) führt (3.) in 


A. 2 


/ ()3 us, 


l’ log: ö 
ne. +L,Ö+tS, — () V=1,2,3,...) 


_ du® 
und (4.) in 
4 ‚„ d’+llooex : / @loex Y d’loex i 3 
(B.) 8S,(t)- >_ +L,(O( —— ta tE >= +1, =0 0=132 ... 
IT er TE der a 10) dur Meg $.. 
über. Nun bezeichnet w, die allgemeinste eindeutige doppeltperiodische 
Funetion (erster Art) und jede Funetion zweiter bzw. dritter Art ist in der 


Form e/"/"”" darstellbar, falls nur die Bedingung erfüllt ist, dass die erste 
bzw. zweite logarithmische Ableitung dieser Exponentialfunetion doppelt- 
periodisch ist. Demnach: 

Die allgemeinste Function zweiter bzw. dritter Art genügt homogenen 
Differentialgleichungen erster, zweiter, dritter, bzw. zweiter, dritter, vierter 
u. 8. w. Ordnung 


& und ersten, zweiten, dritten, bzw. zweiten, dritten, vierten 
u. s. w. Grades der Form (A.) oder (B.) mit doppeltperiodischen Coeffieienten, 
die der Bedingung (L.) unterworfen sind. 

Doch ist zu bemerken, dass die in (A.) und (B.) aufgestellten Diffe- 
rentialgleichungen, wie aus der Herleitung ersichtlich, auch für solche Func- 
tionen zweiter bzw. dritter Art gelten, welche im Endlichen wesentlich sin- 


euläre Stellen besitzen”). 


Vol. auch Frobenius, Ueber die elliptischen Funetionen zweiter Art, dieses Jour- 
nal Bd. 93. 

**) Vol. P. Benoit, Ueber Differentialgleichungen, welche durch doppeltperiodische 
Funetionen zweiter Gattung erfüllt werden. Wiss. Beil. z. Progr. d. Dorotheenstädt. 
Realeymn. z. Berlin 1891, und Elliot, Sur une equation lineaire du second degre a 
coefliecients doublement periodiques. Acta mathematica Bd. 2, 1883. 
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Ill. 


Die Coeffieienten Zt) und S(!). 


Wird die Hermitesche Definition der Funetion zweiter und dritter 
Art zu Grunde gelegt, so unterliegen die Ordnungszahlen der Unendlieh- 
d’ loox 
du? 
w, nur lauter v-fache Unendlichkeitsstellen haben. Diese bestimmen sich 
semäss Formel (2.) aus 


keitsstellen von x weiter keiner Beschränkung, dagegen kann oder 


u) = 0, 
Wird jetzt 
iI=pu, I.=pu 

gesetzt, so muss das Polynom Z,,(f) als Funetion von « lauter v-fache Null- 
stellen besitzen, es muss also sein 

(6.) L,d) = N(t-t,). 

k==1 

Hiernach können wir mit Herrn Hermite*) setzen 


vo, = a— FZa0" "(u—u,), rn g 


7N 
#e) 
/ t DZW 2 > 


dabei bezeichnet « eine Constante, die für die Funetionen zweiter bzw. dritter 


s 


Art von v=2 bzw. von v=3 ab gleich Null ist; die Residuen «, unter- 
liegen bekanntlich nur für v= 1 einer Bedingung, auf die wir weiter unten 
zurückkommen werden. Das Summenzeichen bezieht sich auf alle Unend- 
lichkeitsstellen von »w, oder auf alle Nuil- und Unendlichkeitsstellen von r. 
die im Periodenparallelogramm enthalten sind. 

Mit Hülfe des Additionstheoremes der Funetion 9=**) geht Formel (7. 
über in 


u u ec) 1 / Yu ! Yu ei 
cn ‚(r—2) . . y Y \ ) 
w „ a 1 u <& O4 rm I jr 07 v—l \ A £ u 4) 
k—1 er UM Au — ar 


Vergleicht man den nach Ausführung der Differentiation für w, sich er- 
sebenden Ausdruck mit Formel (3.), so gewinnt man eine Darstellung der 


*) Vgl. auch Weierstrass-Schwarz, Formeln und Lehrsätze z. G. d. ellipt. F. 
Seite 20, (3.). 
**) Vgl. Weierstrass-Schwarz, |. c. Seite 13, (1.). 


=) Fir v = ] tritt wegen des Additionstheoremes von Zu noch das Glied Ya,lu; 
3 - — 


hinzu. 
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Funetionen L,(d, L,(d, Z,(D und S,(t) als ganze rationale Functionen 
von £, in deren Üoefficienten die 2m-+1 Constanten «, a, und t, (k=1,..., m) 
rational eingehen. 

Wir werden im Folgenden diese Rechnung für die beiden einfachsten 
Fälle » =1, 2 durchführen. 


IV. 

Differentialgleichungen erster bzw. zweiter Ordnung für die Functionen zweiter Art. 

Zwei der einfachsten Differentialbeziehungen niedrigster Ordnung, 
wodurch Funetionen zweiter Art definirt werden*), ergeben sich aus (A.) 
und (B.) für v=1. Die erstere nimmt, wie man unmittelbar erkennen 
kann, die Gestalt an 

(A..) Ta a+, No, en ‚, d=0-— Eo,cu, So, = (, 
e x rl i—I, k=1 k=1 | 
wo die Bedingungsgleichung (L.) identisch erfüllt ist. 

Um auch die andere Differentialgleichung in explieiter Form auf- 
zustellen, geht man aus von den Darstellungen 


L, R WAT > ati S(t) a 3%... 

L,.(t) th’ LO ad 
und drückt L,,(Ö mit Hülfe der Lagrangeschen Interpolationsformel direet 
durch die Werthe aus, welche diese Function an den Stellen ?=t, annimmt, 
entweder nach Formel (L.) oder einfacher durch eine Betrachtung, wie sie 
P. Günther in seiner Notiz: „Zur Theorie der elliptischen Functionen‘“ **) 
angestellt hat. Alsdann findet man durch Differentiation und leichte Trans- 


formation 
x - &, ( a “> - ‚2+t@ ı - 1 . [277 t; | 
> —— | = -— 28 2 
ze th x / = I Ss a IL; r= 1 (t-)(-t) 
(B, ; = 2a’ x | a. Zat; S Rx ii D - Rx L >u h—lı 


TER) Ta) an’ 





(34,=0; EISEN... Mi i+k+l)- 
k—1 


In (A..) wie (B..) ist noch die Bedingung (R.) (No. VI) für die Residuen 
ce, einzuführen. 


*) Vgl. die Form der Differentialgleichungen des Rotationsproblems bei Herrn Her- 
mite, Sur quelques applications des fonetions elliptiques. Paris 1855. 8.31, 36. 


**) ])ieses Journal Band 108, S. 261. 
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V. 
Differentialgleichungen zweiter bzw. dritter Ordnung für die Funetionen dritter Art. 
Die Arauseschen Differentialgleichungen: 
Zwei der einfachsten Differentialbeziehungen niedrigster Ordnung, 
wodurch Funetionen dritter Art definirt werden, ergeben sich aus (A.) und 
(B.) für v=2. Benutzt man die Darstellungen 


L i m m * ! 2 N S m . 4 
2 202 = —&@ +t 20, FE: I dr _ (1 4 ). 10 vun l B > 7 ne . 
L,.(Ü k=]1 kl I— !, I- !, L.. (t) ut I I—1, % 


so verwandelt sich die eine Differentialgleichung in 


Zi 2 ! ! 
Tt in = m r m 0 77 l 4. t: 
(A;.) - — = 0-1 Fo, +4l" ES ——-— HE Fa, z 
X x? ae De ER} a" (tk) 


wo der Bedingung (L.) identisch genügt wird, aber noch die Bedingung (R.) 
(No. VI) einzuführen ist. 

Auf analogem Wege wie in voriger No. lässt sich auch die aus 
(B.) folgende Differentialgleichung für die Funetionen dritter Art in explieiter 
Form aufstellen. 

In den für die Functionen zweiter bzw. dritter Art geltenden Diffe- 
rentialgleichungen (A.), die zu den Differentialgleichungen (A,.) bzw. (A;.) 
geführt haben, sind die bezüglichen von Herrn Krause*) abgeleiteten Diffe- 


rentialbeziehungen als Specialfälle enthalten **). Die Differentialbeziehungen 
ergeben sich daselbst als Eliminationsresultat aus drei Differentialrelationen, 
das indessen nicht explieite angegeben wird. Hieraus erhellt, dass die 
von Herrn Krause angewendete Methode von der unserigen durchaus ver- 


schieden ist. 
VI. 
Ein allgemeines Theorem für die Functionen zweiter bzw. dritter Art. 
Aus (7.) in Verbindung mit (5.) folgt 


a,u” ++. +a 


m 
kla__g.N\: 
EL oo (u—u,); 


we 


und man überzeugt sich leicht, dass für die Functionen zweiter bzw. dritter 
Art ,=0 sein muss, wo A>]1 bzw. >2. Demnach ergiebt sich die 


*) Ueber einige Differentialbeziehungen im Gebiete der doppeltperiodischen Func- 
tionen dritter Art. Leipziger Berichte 41. 
**) Vgl. noch die bezüglichen Bemerkungen auf S. 275. 
Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 4. 36 
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Funetion zweiter Art 


m UL 


x = Ce" To '(wu-u), 2u,=0, a.=a+Fuaüu, 
k—1 k=1 Kr 1 


und die Funetion dritter Art 


in 


m 
E= Ce team To "(a—u,), d, = A +4 5 0, IU,: 
k=1 k=1 


Dabei ist « der Werth, den w, bzw. w, für „=(0 annimmt. 

Aus der Eindeutigkeitsbedingung für x folgt weiter, dass die @, ganze 
Zahlen sein missen, positiv oder negativ, je nachdem das zugehörige «, eine 
Null- oder Unendlichkeitsstelle darstellt*). Nun lassen sich die Residuen 
durch die Üoeffieienten der zugehörigen Differentialgleichungen darstellen, 
also muss der absolute Werth 


(R.) al= nn =g.2 G=1,2.,m; 1=1,2,...) 


sein. Da die «, für die Differentialgleichungen (A.) und (B.) Invarianten- 
charakter haben, so kommt demnach diese Eigenschaft auch den auf der 
rechten Seite von (R.) auftretenden Coeffieientenverknüpfungen zu. 

Wir wollen noch der bequemeren Ausdrucksweise halber folgende 
Bezeichnung einführen: Eine Function zweiter bzw. dritter Art soll vom 
Grade M heissen, wenn die ihr zugehörige doppeltperiodische Function vom 
Grade m ist und M die (absolut genommene) Summe der negativen Resi- 
duen für die letztgenannte Funetion bezeichnet. Sind m, dieser Residuen 
negativ, so ist demnach 


ın 


(9,) M= > 
ku] 








aa) | 
a|=2 Slrzrıo & 

| Liv (te) | 
Hiernach können wir sagen: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, damit eine vor- 
geleste Function eine eindeutige Function zweiter bzw. dritter Art vom 
Grade M sei, sind: 

1) Ihre vten Ableitungen müssen von v=1 bzw. v=2 ab eindeutige 
doppeltperiodische Functionen m.vten Grades darstellen. 

2) Diese doppeltperiodischen Funetionen dürfen nur v-fache Unend- 
lichkeitsstellen zulassen. 


*) Vgl. Fuchs, Ueber die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche 
algebraische Integrale besitzen ete., dieses Journal Bd. 81, und Sur les equations lineaires 
qui admettent des integrales dont les differentielles logarithmiques sont des fonetions 
doublement periodiques, Liouvilles Journal (3) IV. 
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3) Die Residuen der doppeltperiodischen Functionen müssen ganz- 
zahlig sein. 

Alsdann ist M gleich der (absolut) genommenen Summe der negativen 
Residuen. 

Hiermit ist zugleich ein für jede eindeutige Funetion zweiter bzw. 
dritter Art bestehendes allgemeines Theorem ausgesprochen, von dem ein 
specieller Fall den Inhalt des folgenden von Herrn Krause*) aufgestellten 
Satzes bildet: Sämmtliche Differentialquotienten einer wnipolaren Function 
zweiter Art F(e) vom Grade », die als Produet von » Primfunctionen dar- 
stellbar ist, lassen sich als Produet von F(e) und einer rationalen Funetion 
von sn(v+a) und en(o+a)dn(vo+a) mit einem gemeinsamen Nenner aus- 
drücken. 


Zweiter Theil. 
V1. 


Die binomischen Differentialgleichungen für die Funetionen zweiter Art. 


Die Klasse der Hermiteschen Differentialeleichuneen. 


Aus (5.) und (7.) folet 
/ / o 


d’ log x 
— vo (3 I 
du’ 
oder 
ge 
- = m+wi. 
Fin 
(F.) u a 3 
— = 9430,04 %). 
T 





Wird hier die Darstellung der w, aus (7.) eingeführt, wobei die «, ganz- 
zahlig zu nehmen sind, so giebt (F.) eine unendliche Folge linearer Diffe- 
rentialgleichungen. Man entwickle nun w,. ®s, %;, ... in der Umgebung 


von a; und stelle die Potenzen und Produete in bekannter Weise”*) als 


doppeltperiodische Functionen dar, dann ergiebt sich 


" 
rt r — o oe r R 
(F..) — = e+2 SaRllu—-u)+ Zaolı,—l)plau—u,), 
z k—] 1 k==1 : i 
*) Zur Theorie der doppeltperiodischen Functionen zweiter und dritter Art. Leipz. 
Berichte 41. 
**) Vgl. Weierstrass-Schwarz, F. u. L. S. 20 (16.). 


96 
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ıs 


— = 643 Io,(Ri+0,R)&Qu-u)+3 2a,(,—1)R,p(u—u,) 
(F,) e? “ 
1 >o, (—1)(e, 2) 9 (u—u,), 
Kat 
er 
— = € +48m[R}+3R,Ri+l(1+0)R)]C(u—u,) 


+220,(2,—1)[3R,+(2e,—1)R,]p(u—u,) 
(Fu) 220, (0-1) 2)Rıp' (um) 
+42, 1), 2), 3)p" (ua), 








k=1,2,...,m), 


wo die ganzen Zahlen «, und die Constanten 


m 


R; = 0o+ Fa,ö(lu—u), 
k=1 
m 
an A(r—1) er kei, Re Ye 7 
Hr re (M 4) ( r=1,2... ) 


noch folgenden Bedingungsgleichungen genügen müssen 


m 72 I 


zu=0ı ZuR=0, Za(RitaR,) = 0, 


(F) | ie 


z2aRR=0, SaR'=0, 
. k=1 





Die Klasse der Hermiteschen Differentialgleichungen*) bietet die 
charakteristische Eigenschaft, dass die singulären Stellen derselben Pole 
ihrer Integrale bilden**). Wird diese Bedingung in (F;.) eingeführt, so 
muss für die Nullstellen von x 

Ü; — 1. R, = () (Ak = m, +1, .... m) 

sein, so dass 
II o(u—u,) 
ze=- 0m eu u =m—m 


IT o(u-u) * e‘ 


kai 


wird. Für diesen ausgezeichneten Fall ist (F,.) schon von Herrn Fuchs***) 


*) Vgl. Mittag-Leffler, Ueber die Integration der Hermiteschen Diiferentialgleichun- 
gen der dritten und vierten Ordnung etc. Annali di matematica (2) XI. 
“*) Vol. Fuchs, dieses Journal Bd. 66. 
**), Sur les equations lineaires qui admettent des integrales dont les differentielles 
logarithmiques sont des fonctions doublement periodiques, Liouvilles Journal (3.) IV. 
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aufgestellt worden. Durch weitere Speeialisirung ergiebt sich hieraus die 
Lame-Hermitesche Differentialgleichung zweiter Ordnung *). 
In der That, die Function zweiter Art werde als unipolar voraus- 
gesetzt, dann wird sie vom (m—1)ten Grade, weil 
.=—-a—), „el, .., „el; 
da ferner 
(10.) no .., u=0, 


ist auch 


R, =0, dh oe= 5 C(u, — 4). 


u > \ 
2 


Folglich nach einer leichten Transformation 


Rı 
he e+m(m—1)gu. 
e erscheint hier als die Constante in der Entwickelung von oder 
An 
vo’ +w, nach Potenzen von x, nämlich = Ri-+(2a,+1)R. Demnach er- 
giebt sich **) 
x \ ı (9 9\ x o(u—ur;) ul 
(11) — =m(m-1l)pu+(2m—3) EZpu, z= I u nd 
I k=? \ OU,.OU 


> 


Dabei bestimmen sich die Constanten «, (k=2,...,m) aus den m—1 Be- 


7 


dingungsgleichungen (10.), welche mit den von Halphen’ untersuchten 


identisch sind. 
Damit auch (F;.) zur Klasse der Hermiteschen Differentialgleichungen 
gehöre, muss entweder 
a=1, R-+o,R, = 0 
oder (k=mı+1,...., m) 
«=2 R,=0, R=0 


sein, so dass unter gewissen Bedingungen (vgl. (16.)) zwei Lame-Hermitesche 
Differentialgleichungen dritter Ordnung vorhanden sind. 
Wird auch hier x als unipolar vorausgesetzt, so findet man in dem 


*) Vgl. wegen dieser Bezeichnung E. Haentzschel, „Studien über die Reduction 
der Potentialgleichung auf gewöhnliche Differentialgleichungen“. Berlin, Georg Reimer. 
1893. 8.49. 

=“) Vgl. Halphen, a. a. 0. S. 495 flg. 

=) 2.2.0. 8.495 fle. 
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ersteren Falle 


ı 
rc 


Ferien I(m—1)m(m+1)pu+ 3m(m—1)Rıpu—2R, 3 ou, 


[2 2 


(12.) +1(3m’—9m+8) Epu. R,= o— Cu, 
”" k==2 =? 
2 er lu) 





k—2 (OU,.OU 
wo sich 4 aus 


>3 U, 


+R=0 dh = 
N. 


" 


ww 


und die «, (k=2,...,m) aus den m—1 Bedingungsgleichungen 
R+R,=0, ..., R.u+R.=V. 


bestimmen. 
Die andere Form von (F;.), die, wie man sich leicht überzeugt, nur 
vorhanden ist, wenn 
(13.) 2m, — m, 
liefert bei Voraussetzung der Unipolarität oder für m = 2 


(14.) — = 1209u+8p'u, = Bd am. 0} eruou:, 
Die Lame-Hermitesche Differentialgleichung dritter Ordnung von der Form (14.) 
steht somit zu der Lame-Hermiteschen zweiter Ordnung (11.) für m=2 in 
der Beziehung, dass ihr die Quadrate der Integrale der letzteren genügen. 
Entsprechend lässt sich die Untersuchung von (F,;.) durchführen in 
dem Falle, dass auch sie zur Klasse der Hermiteschen Differentialgleichungen 
gehört. Es existiren hier unter. gewissen Bedingungen drei Gleichungen. 


vu. 


Die allgemeinen linearen Differentialgleichungen für die Funetionen zweiter Art. 
Die Hermiteschen Differentialgleichungen. 
Von den Differentialgleichungen (F.) vor. No. gelangt man in ein- 
facher Weise zu den allgemeinen linearen Differentialgleichungen. 
Durch Einführung einer Function P(w) ergiebt sich nämlich zunächst 
m" pP = p' 
P.) —+2 —. — = m +0 —-—-, 
( 2) + pP r 2+ 1 P : 


T 


und das ist die allgemeinste Differentialbeziehung zweiter Ordnung, da be- 








Jahnke, Differentialbeziehungen eindeutiger doppeltperiodischer Functionen. 279 


kanntlich alle linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung im Laguerre- 
schen Sinne*) zu derselben Klasse gehören. Dabei muss offenbar dlogP(u) 
doppeltperiodisch sein von einem Grade — m. Führt man noch für w,+w; 


\ 


den in (F,.) aufgestellten Ausdruck ein, so ergiebt sich in (P;.) die allge- 
meinste Picardsche Differentialgleichung zweiter Ordnung, wovon speeielle 
Fälle von den Herren Hermite**), Fuchs***), Picard‘), Darboux’f), Gyldeniit). 
Elliot*}), de Sparre**7) und Krause***7) behandelt worden sind. (Vgl. auch 
(62.), No. X.) 

Ebenso gewinnt man aus der Differentialgleichung dritter Ordnung 
in (F.) durch Einführung von P(w) und einer zweiten Funetion O(w) die 
allgemeinste Picardsche Differentialgleichung dritter Ordnung 


oO 
22 ! „ - „ Jr 2 - a 12 
> x Ro „# FE ’ ne SR. ! 
(l 3.) u +2 p ee. 3 p 3 pP: +0 ” . + 3Ww,w; roi—d\ pP ) | Ju 1» 
wo Q(u) offenbar doppeltperiodisch sein muss von einem Grade =. 2m. 


Wir geben noch die Formen, welche (P;.) für P(w«) = eonst. und 
für besondere Werthe von Q(x) annimmt. 
Es sei 
l. -O(u) = 3(wm.-+w;), 





so wird 
a’! 1 x m ‚ 
— -— — | 80, —-1)p(u—u)+2 3 «,R.L&(u—u)+tec 
LT > z [2 BNF®R ‚$ \ + = k ko\ k, 
(P,) I= t 2 (1) +4)p (um) 2 0,(2,+1)R,@(u— u,) 
—3 30, (R,+o,R)S(u—w)+ec. 
=] 
Il. -0O(u) = 3(ım;+Ww)), 
so wird 
2’ : x" u / % m e/ ia 
—3—[| Fo (a,—1)pla—w)+2 FZa,RLlu-u)+te 
L zT Lıi=i k—1 t f 
m m 
(P3.) = Fa, -V)p(u-u)—6 Fo; R,p(u—u,) 
k=1 Km 
—6 Fa,(R;+a,R,)E(u—u,)+c.. 
k==i 





*) Sur les @equations differentielles lineaires du 3° ordre. ©. R. 88. 
**) Dieses Journal Bd. 89. Vgl. auch Annali di matematica (2.) IX und CE. R. 89, 
=) Nachrichten der Kegel. G. d. W. zu Göttingen 1578. Vgl. auch Lioupvilles Jour- 
nal (3.) IV. 
+) €. R. 89. Tr) €. R. 1882. +rFF) C. R. 9. 
*r) Acta mathematica 2. **) Acta mathematica 3. 


OD 


ae 3 Leipz. Ber. 42, 1890. 
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Il -O0(@W = 2w-+w;, 
so wird 


ee [2 by eos —2)p(u—u)+2 2 3 0, ‚R£Qw-u)-+e,| 


B x 


: Ir \ 
I 3 ) 





— } 30 a_9p (u—u,)— 3a, R,p(u—u,). 


Es werde nun wieder (P;.) als eine Hermitesche Differentialgleichung voraus- 
gesetzt, dann ergeben sich durch ein Verfahren, wie es schon in der vor. 
No. angewendet worden ist, folgende Formen für die Hermitesche Differential- 
gleichung dritter Ordnung. 

Aus (P;.) folgt, da hier die eben aufgestellte Bedingung m = 2 
verlangt: 


wor ou—u TR 
(M.) x pur Ip Uu-gU)r = 0, Br - nr ü 


Eine zweite Form fliesst aus (P;.) oder aus folgender Ueberlegung. Da 


oO 
die Integralfunetion bekannt ist, hat man nur die Relation 
(pu—pu)e = Yputpu)r 
mit (M.) zu eombiniren, um zu erhalten 


N ! 6 . ‘ } o\u —Uu, ) —u u 
(P) 2" —-3R2pu—-pu)e+2pwe=0, = : z 2) gruln, 
uU,OU 


(P.) ist der von Herrn Picard*), (M.) der von Herrn Mittag-Leffler**) ge- 
fundene „Typus‘‘***) einer Differentialgleichung dritter Ordnung, deren In- 
tegralfunetion nur eine Unendlichkeitsstelle erster Ordnung besitzt — für 
den speciellen Fall, dass die bei Herrn Picard wie bei Herrn Mittag-Leffler 
auftretende Uonstante 4 = 0 gesetzt wird. 

In Wirklichkeit sind aber die von uns gefundenen Formen (P.) und 
(M.) allgemeine Formen einer Hermiteschen Differentialgleichung dritter Ord- 
nung. Man hat nur nöthig 


= ye“ 
einzuführen, um die Differentiälgleichungen 
(B.) y"—32pu + —pn)y +2 —Bipom+pu)y =. 
M) y"—3(pa+t)y—- put sim — 2 +30 —Ipu)y = 
is, Dieses Journal Bd. 90, S. 290. 


” ef Annali di matematica (2.) X1. 
) Annali di matematica (2.) XI, S. 68. 
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in der Form zu erhalten, wie sie von den Herren Picard und Mittag-Leffler 
aufgestellt worden sind*). 

Es leuchtet zugleich ein, dass sich auf demselben Wege wie (P.) 
aus (M.) abgeleitet wurde, noch zahlreiche neue Formen der Hermiteschen 
Differentialgleichung dritter Ordnung ableiten lassen. 

Endlich aus (P3'.) folgt**) 


[3 


5 } _ s . ” g(u—uı - 
2" —42'| m(m—1)gu+(2m—3) R gu, | — 2m(m—-Napu, z= NM 2 2) audi 
k=? k=?2 N,.OTU 


5 


“ 


wo sich die «a, aus 


R,=0, !IR,= Cu, (m—1)iu+ &%(u— u), (k=2,...,m ik) 


Io 


bestimmen. Für m = 2 fliessen hieraus sowie durch Combination mit der 
Relation 
(gu—-pu)ze = Wu+gpu, 
zwei Formen einer Hermiteschen Differentialgleichung dritter Ordnung, die 
zu (P.) bzw. (M.) in einer einfachen Beziehung stehen. 
Auf demselben Wege gelangt man weiter zu den Picardschen Diffe- 


**#), In dem speciellen Falle der Hermite- 


rentialgleichungen höherer Ordnung 
schen Differentialgleichungen, deren Integralfunction eine Function zweiter 
Art vom ersten Grade darstellt, ergeben sich u. a. für die vierte Ordnung 
die vier zuerst von Herrn Mittag-Lefflerf), für die fünfte die sechs zuerst 
von Herrn Brioschiff) aufgestellten „Typen“. Hier gilt dieselbe Bemerkung 
wie für die Differentialgleichungen dritter Ordnung. Die Formen, welche 
unsere Methode liefert, sind schon die allgemeinen; und ebenso lassen sich 
auch hier aus einer Form der Hermiteschen Differentialgleichung »ter Ord- 
nung durch Benutzung von Differentialrelationen erster, zweiter, ..., (n—2)-ter 
Ordnung zahlreiche neue Formen ableiten. 

Zum Schlusse dieses T'heiles sei noch bemerkt, dass die Methode, 
welche zu den linearen Differentialgleichungen für die Funetionen zweiter 
Art geführt hat, auch anwendbar ist, um die Differentialgleichungen für die 
Funetionen dritter Art zu gewinnen. 


*) Vgl. auch Goursat, Bulletin S. m. F. All. 
**) Vgl. Halphen, a. a. O. S. 499, 571. 
***) Vol. Halphen, a. a. 0. S. 536. 
T) Annali di matematica (2.) XI. 
17T) Sulla classe di equazione differenziali lineari considerate nella precedente Memoria 
del sig. Mittag-Lefflec. Annali di matematica (2.) X1. 
Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 4. 31 
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Dritter Theil. 
IX. 


Die Casparyschen Diferentialidentitäten. 


Wie Herr Caspary gezeigt hat*), kann man aus den Sigmafunc- 
tionen einer beliebigen Anzahl von Argumenten Ausdrücke bilden, die den 
neun Üoeffieienten a,. (m, »= 1,2, 3) einer orthogonalen Substitution mit 
der Determinante +1 und den sechs Differentialgrössen 


pPı = - (a,da,+ a,,.da,+ a,.da,,), 

9 => a, da,+ a, da,+ a,,da,, 
wo A, k, ! die Zahlen 1, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2 bezeichnen, genau gleich 
sind; dabei bleiben die Argumente, welche in die Sigma-Ausdrücke eingehen, 
vollkommen beliebig. Die 15 Grössen a,,, p,,; ®, nennt Herr Caspary 
Elemente eines Orthogonalsystemes”*). In dem Falle, wo die Anzahl der Argu- 


mente gleich 1 ist, nehmen diese Beziehungen nachstehende ausserordentlich 
einfache Gestalt an: 








\ 0, u+v 
d,,t?ta,, = —(r*t'e, 
hs - (M=1, 2, 3) 
d;, = .,. — # 
P " guon ? 
(© O,U0,% 
. . h h < 
0) ee [Z,edu+L,udv-+dlog@], 
o(urv 
v, tiv, = gr U (u +de), 
v, = —ilSodu+Sude+dlog@], 


wo @G eine beliebige Function und &, Constanten bedeuten ***), 

*) Sur une maniere d’exprimer, au moyen des fonctions theta d’un seul argument, 
les coefficients de trois systemes orthogonaux dont un est compose des deux autres. 
©. R. 1858. — Sur une nouvelle methode d’exposition de la theorie des fonctions theta, 
et sur un theoreme elementaire relatif aux fonctions hyperelliptiques de premiere espece. 
C. R. 1890. 

**) Sur les relations qui lient les elements d’un systeme orthogonal aux fonctions 
theta et sigma d’un seul argument et aux fonctions elliptiques et sur une theorie elemen- 
taire de ces transcendantes, deduites des dites relations. Liouvilles J. (4.) VI, p. 367. 

**#) Liouvilles J. (4.) VI, p. 376. Vgl. auch E. Jahnke „Ueber eine neue Methode 
zur Entwickelung der Theorie der Sigmafunctionen mehrerer Argumente“. Zeitschrift 
f. M. u. Ph. XXXV, S. 183. 
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Wie Herr Caspary weiter gefunden hat, genügen die Klemente 
A, (m,n = 1,2,3), p,, ®, (h=1,2,3) gewissen durch ihre Einfachheit 
merkwürdigen Differentialidentitäten*). unter ihnen den folgenden **): 


(C,.) d(a,+tia,) = +ti(a,tia,)d; Fia,,(v, +iv,). 
Weiteres Differentiiren liefert***) 
(C,.) d’(a,, + iQ;,) BB ie (a,, + ia,,) 24 Pı (®, + i©,) + (4,, r e),,). 
wo 
2=p+p+p u = a,dp,—a,dp, = —a,,de,+a,,de,, 


=-o+V%+V%, A,= a,dp,—a,dp, = — a,,de,+a,,de;, 
)3, = A4,dp,—a;,dp, = —a,,dv,+ a,,dov,. 
so dass die 4,, aus den Identitäten (J,.)*) hervorgehen, wenn da,,, pı, ®, 
bzw. durch A,,, dp,, dv, ersetzt werden. Die fortgesetzte Differentiation führt 
zu den Differentialidentitäten höherer Ordnung. 

Da die a,,, wie aus (C.) ersichtlich, von den beiden Argumenten « 
und ve abhängen, so stellen die Differentialidentitäten (G,.), (C».), ... Systeme 
partieller Differentialgleichungen bzw. erster, zweiter, ... Ordnung dar, Es 
werde nun die beliebige Function @ gleich einer Exponentialfunction mit 
einer bilinearen Form von «, e als Exponenten gesetzt; dann ergiebt sich 
ein unmittelbarer Zusammenhang der Elemente eines Orthogonalsystems mit 
den Functionen zweiter Art vom ersten Grade. Durch Einführung jenes 
Werthes für @ in die obigen Identitäten müssen sich demnach, worauf schon 
Herr Caspary hingewiesen hatf), die Systeme partieller Differentialgleichungen 
erster, zweiter, ... Ordnung für die genannten Funetionen ergeben. 


Herleitung der Differentialgleichungen für die Casparyschen Elementarfunetionen zweiter Art aus den 
Differentialidentitäten. 


Die Funetionen zweiter Art vom ersten Grade im Casparyschen Sinne 
> x 
sind durch 
% = Const. 
*) Liouvilles J. (4.) VI, S. 377. Diese Art von Identitäten findet sich wohl zuerst 
in der eitirten Arbeit von Herrn Caspary. 
**) a. a. 0. S. 389. 
==), ])ie hier folgende Differentialidentität verdanke ich einer gütigen Privatmittheilung 
von Herrn Caspary. 
T) a.a. 0. S. 363 und 404. 
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definirt, woraus im Hinblick auf (C.) 
G = EUIE-N-E- Nu), 

Nun sind die Differentialgleichungen, denen die genannten Functionen ge- 
nügen, in dem Falle eines Argumentes nichts anderes als das, was Herr 
Mittag-Lefflecr als Hermitesche Differentialgleichungen bezeichnet hat. Für 
deren Aufstellung ist es aber, wie in No. VIII nachgewiesen, ohne die All- 
gemeinheit zu beschränken, erlaubt, A bzw. u=(0 zu setzen. Demnach 
werden wir im Falle zweier Argumente mit Herrn Caspary*) 





= 0, u = 0, 
d. h. 
d% = 0, 
also 
0,(u+ v) —ule—rlu kualı2 3 4,0 
Bi: e j ( „= ) 
ou0v ReUTe 


setzen dürfen**). Diese 9, (k=0,1,2,3) sollen im Folgenden als die 
Casparyschen Elementarfunctionen zweiter Art bezeichnet werden. 
Hierfür nehmen die Relationen (C.) die einfache Gestalt an: 


Auttay, = —&Pn m, = -Vpu- e,Ypr—e,, 
%,+t0%,= 9Y.(du-+do), Eu 1 gv 
Vegan u y een h3 
f % 4 _ v—e 
(C*,) A, = —ie,M,, j 4 | 
wu 
= &(l,du+k,do k,= — — ——m,: 
Pn „(4,du+k,do), h 2 eh 
®; = 0, 





Wir beginnen mit der Aufstellung der Differentialgleichungen für 9. Ohne 
weiteres ergiebt sich 





- Op Op 1 pu-p'v 
( —— _— — — . 
(8,.) mp mp, m=Z 
Folglich 
Er om 
= (m 4)9, “et, )% 


oder da***) 


Om om ö 

ri di p(utP), Er. Pegge pv—gpluto), m= o(u+e)tputpe: 
x 0° I’ r 

(62) ur = (2pu+pv)Y, For = (2po+pu)Y. 


*) Vol. Caspary, Liouvilles J. (4.) VI, p. 403. 
**) Vol. auch Halphen, a. a. 0. S. 230 und Frobenius, Ueber die elliptischen Func- 
tionen zweiter Art, Dieses Journal 93. 
=) Vol. Weierstrass-Schwarz, F. u. L. 12,1 und 12,5, 18,1. 
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(6,.) stellt die Verallgemeinerung der Lameschen Differentialgleichung für 
m — 2 auf den Fall zweier Argumente dar. 
Aus (6..) folgt 


‚3 ot 


F 04 J - 

(*) “ l ia .) q8 () 
= SIE IM ) 2) vl . 
ovV > \ \ . N / Irv \ f 


(E,.) Fu —(2pu+g9e) 2 up = (), 
und hieraus, wie eine leichte Rechnung erkennen lässt, in dem Falle eines 
Argumentes die Differentialgleichung (P.) sowohl wie (M.); demnach stellt 
(6,.) die Verallgemeinerung der Picardschen wie Mittag-Lefflerschen Diffe- 
rentialgleichung dar. 
Allgemein findet man 
[ 9" p Org (n—2 
\ 


FE TV 5 
ou" (Zu + WU) Our? ” 


14 \ 1 ON 
(&,.) Or 0"? n 2\ ( n , Mi 
Be # w a 2 Pe 105° 

2 (290 + gu) EP 2( 0 Rs 


n— 2 alt: | 
BR | )pr>o Ey vg 0, 





(6,.) stellt im Falle eines Argumentes die Hermitesche Differentialgleichung 
nter Ordnung dar, deren Integralfunetion eine Funetion zweiter Art vom 
ersten Grade ist, und zwar ist diese Form schon die allgemeine Form, wie 
in No. VIII nachgewiesen worden ist. Aus dieser einen Form lassen sich, 
wie ebenda bemerkt wurde, zahlreiche neue Formen herleiten. Als Speeial- 
fälle ergeben sich aus (6,.) für n=4 die zuerst von Herrn Mittag-Leffler” 
und für »=5 die zuerst von Herrn Brioschi**) 
Differentialgleichungen. 

Es erübrigt noch, die Differentialgleichungen für y, (k = 1,2, 3) auf- 
zustellen. 

Aus der Definition ergiebt sich zunächst 


efundenen Hermiteschen 


| Op(u-+v) | Op(u+e) 

O9) 1 ou og, 1 or 

cc Moni “ Pr im 

(01) ou r 2 plu+v)—e, Pins Ov | 2 Hlu+v)—e; / 
(= 1,2, 3) 


*) Ueber die Integration der Hermiteschen Differentialgleichungen der dritten und 
vierten Ordnung etc. Annali di matematica (2.) XI. 
**) Annali di matematica (2.) XI. 
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Aus (C,.) folgt sodann mit Rücksicht auf (C*.) 


N N) 

Ofr op 

hu -=m,$, vi = m,Y. (k=1, 2, 3) 
ou OD 


Mit Benutzung dieser Differentialrelationen erhält man aus (ÜC.,.) 


n9 


O°p} , ’ Op _ 7 e: je 7% ee 
eg (gu—ge)p,+(mm,—I,)Y, = he (gu —-g0)p,+(mm,—k,)Yp, (k=1, 2,3) 
demnach 
ou? ( l, \ Op, 
—— — | m— — )—— — (ou-o0)0, = U, 
6 ou? m,’ ou c S ) Pi 
(&,.) (h=1,2,3) 
Dr) er n 
On ( ki,‘ 01177 
— —(m— — )- — (ma—-ev)p, =V. 
or? m, Op Js S ) fi 





In analoger Weise lassen sich die Systeme partieller Differentialgleichungen 
höherer Ordnung herleiten, welche zugleich neue Beispiele von solchen 
Differentialgleichungen darbieten, bei denen der erste Coeffieient nicht con- 
stant ist”). Für den Fall eines Argumentes stellt (6) einen Specialfall 
von (P;.), No. VIII, dar. 

Die Erweiterung auf allgemeine Funetionen zweiter Art lässt sich 
auf zwei Wegen bewerkstelligen. Einmal kann man von (6,.) ausgehen, 
wo dlogy, auftritt, rechter Hand über alle Paare von Unendlichkeitsstellen 
„a=a i=1,2,..., e=b, (k=1,2,...) summiren und hieraus wieder die 
Differentialgleichungen höherer Ordnung herleiten. Der zweite Weg ist der 
im dritten "Theile befolgten Methode genau angepasst und schon von Herrn 
Caspary**) angegeben worden. Es ist nämlich möglich, aus den Elementen 
zweier Örthogonalsysteme ein neues Orthogonalsystem zusammenzusetzen 
und für dieses die Differentialgleichungen zu bilden. 


*) Vgl. Halphen, 1. c. ll, p. 569. 

“*) Vol. Caspary, Sur une maniere d’exprimer, au moyen des fonctions theta d’un 
seul argument, les coefficients de trois systemes orthogonaux dont un est compose des 
deux autres. (Ü. R. 1888. 











Ueber algebraische Gleichungen zwischen 
eindeutigen Functionen, welche lineare Substitutionen 
in sich gestatten. 


(Von Herrn P. Stäckel in Halle a. S.) 


Her: Poincare hat in einer seiner ausgezeichneten Abhandlungen 
über eindeutige Functionen einer complexen Veränderlichen, welche lineare 
Substitutionen in sich gestatten”), darauf hingewiesen, dass der Transforma- 
tionstheorie der elliptischen Funetionen eine entsprechende "Theorie für diese 
allgemeineren Functionen an die Seite gestellt werden kann. Genauer aus- 
sedrückt handelt es sich dabei um solche Funetionen der angegebenen Art. 
welche, wie die elliptischen Funetionen, innerhalb ihres Existenzbereiches 
keine wesentlich singulären Stellen besitzen und daher innerhalb des Fun- 
damentalbereiches nur an einer endlichen Anzahl von Stellen unendlich 
werden; dabei ist jede Unendlichkeitsstelle so oft zu zählen, als die Ordnung 
des Unendlichwerdens beträgt. Diese Zahl werde als der Grad der be- 
treffenden Function in Bezug auf den betrachteten Fundamentalbereich oder 
auch in Bezug auf die zugehörige Gruppe bezeichnet **). 

Der Gedankengang, welchen Herr Poincare einschlägt ist der, dass er 
zuerst die Bildung von Untergruppen untersucht und darauf den Fall be- 
trachtet, dass die Gruppen von zwei eindeutigen Funetionen, welche lineare 
Substitutionen in sich gestatten und einen endlichen Grad besitzen, eine ge- 
meinschaftliche Untergruppe haben. Ist der Index dieser Untergruppe end- 


*) Sur les groupes des equations lineaires, $ 16: Theorie des sous-groupes, Acta 
mathematica, Bd. IV, S. 285, 1884; vgl. auch die vierte der 1885 im Auftrage Könige 
Oscars von Schweden gestellten Preisaufgaben, Acta mathematica, Bd. VII, S. V. 

**) Für elliptische Funetionen wendet Herr Weierstrass diese Bezeichnungsweise an, 
vgl. die Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen, herausgegeben 
von Herrn H. A. Schwarz, S. 5. 
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lich, so ergiebt sich dann, dass zwischen beiden Funetionen nothwendig 
eine algebraische Gleichung besteht. 

Man kann aber umgekehrt von der Forderung ausgehen, dass zwischen 
zwei Functionen der betrachteten Art eine algebraische Gleichung bestehen 
soll, und nach den nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fragen, 
welche hierfür erforderlich sind. Es liegt dies um so näher, als sich die 
Transformationstheorie der elliptischen Funetionen gerade auf diesem Wege 
in einfacher Weise begründen lässt, wie dies Herr Weierstrass in seinen 
Vorlesungen gezeigt hat. Den weiteren Entwickelungen vorgreifend, will 
ich gleich hier das einfache Resultat, welches sich bei der Durchführung 
dieses Gedankens ergiebt, in folgendem Satze aussprechen: 

Zwischen zwei eindeutigen Functionen, welche lineare Substitutionen in 
sich gestatten und von endlichem Grade sind, besteht dann und nur dann eine 
algebraische Gleichung, wenn ihre Gruppen eine gemeinschaftliche Untergruppe 
von endlichem Index besitzen. 

Beim Beweise dieses Satzes sind zwei wesentlich verschiedene Fälle 
zu unterscheiden. Hat eine der beiden betrachteten Functionen, etwa (u), 
eine endliche Gruppe, so ist sie eine rationale Function von «, und daher 
ist auch w(w), welches mit Y(w) durch eine algebraische Gleichung ver- 
bunden sein sollte, eine rationale Function von a, und die Gruppe dieser 
Funetion ist ebenfalls endlich. Mithin sind die Gruppen entweder beide 
endlich oder beide unendlich. Sind beide endlich, so besteht zwischen 
z=g(a) und y= w(u) sicher eine algebraische Gleichung. Da aber in 
diesem Falle die identische Substitution «= u als gemeinschaftliche Unter- 
gruppe mit endlichem Index angesehen werden darf, so gilt für ihn gerade 
der oben ausgesprochene Satz, und es kommt daher alles darauf an, den 
zweiten Fall zu untersuchen. 

Aus dem Systeme der unbegrenzt vielen Substitutionen der Gruppe 
von g(w) möge auf irgend eine Weise eine Reihe von ebenfalls unendlich 
vielen linearen Substitutionen: 


a,u+b, 
— Fi A A u u, (2=1,2,3,....) 
cC„u+d, 
herausgehoben werden. Dann ist: 
y(u,) zum p(u). (ei, 2,8...) 


Besteht nun zwischen z= y(w) und y= w(u) eine algebraische Gleichung: 
Ga, y)=N, 
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so ist diese Gleichung identisch erfüllt für = y(u) und: 
y=Ya), y=yıa), 9=Wvem), 

Da aber die Anzahl der verschiedenen Wurzeln eine endliche ist, so folgt, 
dass es ganze Zahlen x und 4 giebt, für welche w(w,) = w(w,) ist, und 
hieraus ergiebt sich sofort, dass auch eine ganze Zahl « existirt, so dass 
v(u) = w(u,) ist. Mithin gehört die Substitution u = u, der Gruppe von 
y(u) und auch der Gruppe von w(u) an. Aus dem Bestehen der alge- 
'braischen Gleichung @(z, y) = 0 erschliesst man so, dass die Gruppen von 
p(u) und w(w) eine gemeinschaftliche Untergruppe besitzen. 

Die Gesammtheit aller Substitutionen, welche den Gruppen von y 
und % gemeinsam sind und die selbst nothwendig wieder eine Gruppe 
bilden, will ich als die grösste gemeinschaftliche Untergruppe dieser beiden 
Gruppen bezeichnen und werde jetzt zeigen, dass der Index dieser Gruppe 
in Bezug auf die beiden enthaltenden Gruppen nothwendig endlich ist. 
Angenommen nämlich, der Index der betrachteten Gruppe, wenn diese als 
Untergruppe der Gruppe von aufgefasst wird, sei unendlich, so setzt sich 
der Fundamentalbereich, welcher zu dieser Untergruppe gehört, aus unend- 
lich vielen Fundamentalbereichen der Gesammtgruppe zusammen. Zu einem 
Werthe von e=g(u) gehören daher im Fundamentalbereiche der Untergruppe 
unendlich viele Werthe von a, die sich aber aus einer endlichen Anzahl 
von Werthen im Fundamentalbereiche der Gesammtgruppe mittelst linearer 
Substitutionen dieser Gruppe ergeben. Zu diesem Werthe von x gehören 
die Werthe von y, die man erhält, wenn in (a) die eben angegebenen 
Werthe von u eingesetzt werden. Da aber zwischen z und y eine alge- 
braische Gleichung bestehen soll, so entspricht einem Werthe von x nur 
eine endliche Anzahl von Werthen der Grösse y. Es müssen sich also 
unter den eben angegebenen Grössen w unendlich viele einander gleiche 
befinden, das heisst aber nichts anderes, als dass die Function w(u) bei ge- 
wissen linearen Substitutionen der Gruppe von y(u) unverändert bleibt, welche 
der zu Grunde gelegten gemeinschaftlichen Untergruppe nicht angehören, und 
dies steht in Widerspruch mit der Voraussetzung, dass diese Untergruppe 
die grösste gemeinschaftliche Untergruppe sei. 

Soll also zwischen z und y eine algebraische Gleichung bestehen, 
so müssen nothwendig die Gruppen von p und w eine gemeinschaftliche 
Untergruppe von endlichem Index besitzen. Diese Bedingung ist nothwendig. 
Sie ist aber auch hinreichend. Sind nämlich die Funetionen g(w) und w(w), 
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wie dies ja ausdrücklich vorausgesetzt wurde, beide von endlichem Grade 
in Bezug auf ihre Gruppen, so bleiben sie dies auch, wenn die grösste 
gemeinschaftliche Untergruppe als ihre Gruppe angesehen wird, weil der 
zu dieser Gruppe gehörige Fundamentalbereich sich aus einer endlichen 
Anzahl von Fundamentalbereichen der ursprünglichen Gruppen zusammen- 
setzt. Herr Poincare*) hat aber bewiesen, dass zwischen zwei eindeutigen 
Funetionen, welche bei derselben Gruppe linearer Substitutionen unverändert 
bleiben und in Bezug auf diese Gruppe beide von endlichem Grade sind, stets 
eine algebraische Gleichung besteht. Es möge noch hervorgehoben werden, 
dass der Beweis des Poincareschen Satzes nicht voraussetzt, dass die linearen 
Substitutionen der gemeinsamen Gruppe etwa die vollständige Gruppe der 
beiden Functionen bilden; als vollständige Gruppe bezeichne ich die Ge- 
sammtheit aller linearen Substitutionen, welche eine Function unverändert 
lassen. Wesentlich ist nur die Voraussetzung des endlichen Grades beider 
Funetionen in Bezug auf die gemeinschaftliche Gruppe, und da diese Vor- 
aussetzung hier erfüllt ist, so folgt, dass die eben gefundene Bedingung 
auch hinreichend ist. Damit ist aber die Richtigkeit des oben behaupteten 
Satzes in vollem Umfange dargethan. 

Der Beweis, welcher soeben gegeben wurde, leistet jedoch noch mehr. 
Wir wollen annehmen, dass eine der beiden Functionen, etwa (u), eine 
parabolische Substitution: 

au-+b 
PEN RRERE 

gestattet, das heisst eine Substitution, welche durch Einführung einer neuen 
Veränderliehen: 





u 

Be yu+d 
auf die Form: 

= s+h 
gebracht werden kann. Da eine solche Substitution unendlich viele von 
einander verschiedene Iterationen liefert, so kann man diese als die linearen 
Funetionen ,, %, ... des Beweises benutzen und erkennt dann, dass der 
gemeinschaftlichen Untergruppe von g(wu) und w(w) parabolische Substitu- 
tionen angehören müssen. Hieraus aber folgt, dass eine Function y(u), welche 


*) Sur les fonetions uniformes qui se reproduisent par des substitutions lineaires, 
Mathematische Annalen, Bd. XIX, S. 559, 1882. 
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parabolische Substitutionen gestattet, in algebraischem Zusammenhange nur mit 
solchen Functionen (u) stehen kann, welche ebenfalls parabolische Substitu- 
tionen in sich besitzen. HKntsprechend kann eine Function Y(w), welche 
keine parabolischen Substitutionen gestattet, nur dann mit einer Funetion 
(a) algebraisch verknüpft sein, wenn deren Gruppe ebenfalls keine para- 
bolischen Substitutionen aufweist. Es ergiebt sich so eine Eintheilung der 
eindeutigen Funectionen mit linearen Substitutionen in sich, deren Wichtig- 
keit im Folgenden noch mehr hervortreten wird. 

Hat bei dieser Untersuchung die Theorie der elliptischen Fune- 
tionen als Vorbild gedient und ist es gelungen, den Sätzen, welche für 
diese Functionen gelten, entsprechende Sätze für eindeutige Functionen mit 
linearen Substitutionen in sich an die Seite zu stellen, so wird man ver- 
suchen, auch andere Sätze aus jenem Gebiete auf dieses zu übertragen. 
Das Transformationsproblem der elliptischen Funetionen lässt sich nun als 
specieller Fall eines allgemeineren Problemes auffassen, welches Abel*) be- 
handelt hat. Beschränkt man sich auf Integrale erster Gattung und alge- 
braische Funetionen, so lässt sich das Abelsche Problem so aussprechen, 
dass zwischen zwei elliptischen Funetionen r= ya) und y=w(e) eine 
algebraische Gleichung bestehen soll, während gleichzeitig eine ganze 
lineare Funetion der Integrale erster Gattung a und o algebraisch von x 
und y abhängt. Abel beweist dann, dass diese Forderung auf die Trans- 
formationstheorie zurückkommt. In einer nachgelassenen Abhandlung Abels**) 
findet man die Fragestellung verallgemeinert, indem nur gefordert wird, dass 
einerseits zwischen z und y, andererseits zwischen , eo und x eine alge- 
braische Gleichung statthaben soll, und es wird ein Beweis dafür angedeutet. 
dass die letztere Relation nothwendig die eben angegebene lineare Form 
hat. Verbindet man diese beiden Sätze, so erkennt man, dass auch das 
allgemeinere Problem zur Transformationstheorie zurückführt. In dieser 
Form hat Kronecker***) dies wesentlich von Abel herrührende T'heorem 


ausgesprochen und dafür einen strengen und eleganten Beweis gegeben. 





*) Preeis d’une theorie des fonetions elliptiques, dieses Journal, Bd. IV, 1529 und 
Oeuvres completes, nouvelle edition, T. I, S. 518. 


**) Memoire sur les fonctions transcendantes de la forme / ydxz, ou y est une 


fonction algebrique de &, a. a. 0., T. II, S. 206. 
***) Zur Theorie der elliptischen Functionen, Art. XI, $ 15, Sitzungsberichte der 
Berliner Akademie, Jahrgang 1886, S. 752. 
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Hiermit ist ein Weg vorgezeichnet, den man bei der Untersuchung 
der eindeutigen Functionen mit linearen Substitutionen in sich einschlagen 
kann. Es wird sich darum handeln zu untersuchen, wann zwischen zwei 
solchen Functionen z= y(u) und y= w(v) eine algebraische Gleichung besteht, 
während gleichzeitig die Argumente u und v mit x algebraisch verknüpft sind. 
Hier soll aber nur der einfachere Fall erörtert werden, dass zwischen x = p(u) 
und y= w(v) eine algebraische Gleichung stattfindet, während die Argumente 
u und v algebraisch verknüpft sind. Bei dieser Annahme lässt sich die 
Untersuchung vollständig durchführen und ergiebt ein verhältnissmässig ein- 
faches Resultat. 

Es ist zweckmässig, zuerst den Fall zu betrachten, dass die eine der 
beiden Funetionen, etwa g(w), eine endliche Gruppe hat und also eine 
rationale Function von « ist. Man erkennt dann sofort, dass y von w alge- 
braisch abhängt und, da es eindeutig ist, auch eine rationale Function von 
a sein und daher ebenfalls eine endliche Gruppe haben muss. Wie bei 
der vorigen Untersuchung sind mithin die Gruppen entweder beide endlich 
oder beide unendlich. Sind sie endlich, so besteht zwischen z = y(w) und 
y=w(v) stets eine algebraische Gleichung, sobald x und » algebraisch 
mit einander verbunden sind; die algebraische Gleichung zwischen « und o 
darf dabei ganz willkürlich angenommen werden. Es bleibt daher nur der 
zweite Fall zu untersuchen. 

Die algebraische Gleichung zwischen z und y wird identisch erfüllt, 
wenn in sie für z und y, bzw. (u) und w(v) eingesetzt wird, wobei v als 
Function von a durch eine algebraische Gleichung 

IXu, ve) = OÖ 
definirt ist, die als irreducibel vorausgesetzt werden darf und soll. Sind 
wieder %,, %, ... unbegrenzt viele lineare Functionen von «, für welche 
identisch: 

y(u) = y(u;) d=12...) 
ist, so hat die Gleichung zwischen x und y, bei gegebenem Werthe von 
z= (u), zu Wurzeln die Grössen: 


vo) Yo) 
und dabei müssen o, © ... den Gleichungen: 


(u, v)=0, I, 9) =, 
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genügen. Nun gehören aber zu einem Werthe von z nur endlich viele 
Werthe von y, es muss daher in der unendlichen Reihe der Grössen w(v,) 
unendlich viele geben, die einem der Werthe von y, also auch einander 
gleich sind. Weiter ist nach Voraussetzung w(e) von endlichem Grade. 
Hat man daher mehr Werthe des Argumentes vo als der Grad von w(v) 
beträgt, und ergeben alle diese Argumente denselben Werth der Funetion 
w(v), so muss mindestens einer dieser Werthe von v aus einem anderen 
durch eine Substitution der Gruppe von w(ve) hervorgehen. /n der Reihe 
der Gleichungen: 
"u, o)=0, Te, u) =, 
muss es also zwei geben, bei denen zwischen den zweiten Argumenten eine 
bilineare Relation besteht. Da endlich auch zwischen den ersten Argu- 
menten eine solche Beziehung stattfindet, so ergiebt sich aus dieser Dedue- 
tion folgende Eigenschaft, welche der Gleichung /'(w, e) =0 nothwendig 
zukommt. Es giebt zwei lineare gebrochene Funetionen bzw. von « und e: 
au+b a'v+b' 
u cu+d a +d' ’ 
welche bzw. den Gruppen von g(w) und w(v) angehören, so dass gleichzeitig: 
IX(u,v)=0, IWW, v)=0 

ist. 

Nach einem bekannten Satze kann man nun an Stelle von x und e 
neue Veränderliche: 


r au+ß «c+ß 
Ka 
yu-+6 yo+6ö 

einführen, für welche die Substitutionen: 
’ au-+b ’ a'v+b' 
u = ——, =-— 
cu+d' cv+d 

je in eine der folgenden übergehen: 

„ _tör%k  _$aH+t 
rn ie lAnl ki? 


so dass sich durch Combination vier Möglichkeiten ergeben. Denkt man 
sich nun von vornherein diese Veränderlichen $ und n eingeführt, so erhält 
man an Stelle von (a) und w(v) zwei Functionen P(£) und F(n). Diese 
Functionen besitzen ebenfalls unendlich viele lineare Substitutionen in sich, 
und zwar ergeben sich ihre Gruppen aus denen von Y(u) und w(v) sofort 
vermöge des linearen Zusammenhanges zwischen & und «a, bzw. n und v. 
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In Bezug auf diese Gruppen sind P(£) und 7(n) von endlichem Grade. 
Besteht ferner zwischen und w eine algebraische Gleichung, während 
die Argumente # und o algebraisch verknüpft sind, so gilt dasselbe auch 
von ? und 7, bzw. 5 und n. Es sei: 


fs, n) = 
die irredueible Gleichung zwischen & und 7, dann ergiebt sich aus der 
vorhergehenden Deduetion, dass mit dieser Gleichung zusammen auch eine 
der folgenden Gleiehungen bestehen muss: 


1.) f(E+k, +1) = 0, 
(IL.) f(es, on) =, 
(IIT.) f(es, n+D = 0, 
(III®.) f(&+k, on) = 0. 


Das Problem, auf welches man hierdurch geführt wird, lässt sich auch so 
aussprechen, dass diejenigen irredueiblen algebraischen Curven gesucht 
werden, welche bei den aus den Gleichungen ersichtlichen linearen Trans- 
formationen in sich übergehen; dabei ergeben sich, wie man leicht erkennt, 
nur drei wesentlich verschiedene Möglichkeiten. 

Bereits in einer Abhandlung von Clebsch und Gordan aus dem Jahre 
1868*) treten Fragen dieser Art, allerdings nur beiläufig, auf, und bald darauf 
haben die Herren Klein und Lie**) die algebraischen und transeendenten 
Curven bestimmt, welche infinitesimale 'Transformationen in sich zulassen, 
wie sie durch die Gleichungen (1.)—(11l.) definirt werden. Man erhält so 
bzw. die „W-Curven‘“: 


1) B(-5) = Anm) 
f B A 
3 (DI 


3.) n— nv =— B(logs—log$,). 


\ 


Soweit diese Curven irreducible algebraische Curven sind, genügen sie auch 


*) Ueber trilineare Formen mit contra-gredienten Variabeln, Mathematische Annalen, 
Bd. I, S. 559. 

**) Ueber diejenigen ebenen Curven, welche durch ein geschlossenes System von 
unendlich vielen vertauschbaren linearen Transformationen in sich übergehen. Mathe- 
matische Annalen, Bd. IV, S. 50, 1571; vgl. auch die Note: Sur une certaine famille de 
courbes et de surfaces, Comptes Rendus, Juni 1870. 
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bzw. den Gleichungen (1.)—(Ill.). Da 1.) eine gerade Linie darstellt, ist 
diese Bedingung immer erfüllt. Für die Curven 2.) ist nothwendig, dass 
A und B ganze positive oder negative Zahlen sind, und für die Curven 3.), 
dass B=( ist, was bewirkt, dass man auch hier nur gerade Linien und 
zwar parallel der $-Axe erhält. 

Aber das Problem, um welches es sich hier handelt, ist allgemeiner, 
insofern die hier betrachteten Gruppen linearer 'T'ransformationen keine in- 
finitesimalen Transformationen enthalten, da sie bzw. den Gruppen der ein- 
deutigen Funetionen P(5) und F(n) angehören und im Sinne von Herrn 
Poincare discontinuirlich sind. 

Trotzdem wird sich herausstellen, dass für die Gleiehungen (T.) 
und (IIL) die algebraischen W-Curven 1.) und 3.) die einzige Lösung sind, 
während freilich bei der Gleichung (II.) noch andere Curven ausser den 
W-Curven 2.) erhalten werden. Indess lässt sich zeigen, dass diese neuen 
Curven für das funetionentheoretische Problem nieht in Betracht kommen. 
Und da dasselbe für die Lösung 3.) n=n, gilt, so redueirt sich alles auf 
die beiden Möglichkeiten: 


1.) Bis-5) = Aln-m), 
f B z N ) 
"=. 
Die Gleichungen (L.)—(IIL) lassen sich auch als ein specieller Fall 


des Problemes auffassen, alle algebraischen Curven f($, 7) = 0 zu bestimmen, 
welche rationale eindeutig umkehrbare Transformationen: 


2. 


Es 
Fi 
Pre pe 


! Fi % ! i@ je n 
en. r(S, ’E Ban s(S, n) 


Un 


in sich gestatten, und es kommen hier für continuirliche Transformationen 
die bekannte Abhandlung von Herrn H. A. Schwarz”) und die anschliessen- 
den Untersuchungen der Herren Hettner**) und Nöther***) in Betracht. 


*) Ueber diejenigen algebraischen Gleichungen zwischen zwei veränderlichen Grössen, 
welche eine Schaar rationaler eindeutig umkehrbarer Transformationen in sich zulassen. 
Dieses Journal Bd. 87, S. 139, 1879: Gesammelte Abhandlungen, Bd. II, S. 285. 

**) Ueber diejenigen algebraischen Gleichungen zwischen zwei veränderlichen Grössen, 
welche eine Schaar rationaler eindeutig umkehrbarer Transformationen in sich selbst zu- 
lassen, Göttinger Nachrichten, 1550, S. 85. 

***) Ueber die algebraischen Curven, welche eine Schaar eindeutiger Transforma- 
tionen in sich zulassen, Mathematische Annalen, Bd. XX, S. 59, 1882. 
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während die discontinuirlichen Transformationen von den Herren Fuchs*) 
und Hurwitz”*) behandelt worden sind. Ich ziehe es aber vor, die Unter- 
suchung des vorliegenden einfachen Speecialfalles direet zu erledigen, und 
folge bei der Discussion der Gleichungen (I.) und (III) Herrn Hurwitz***), 
welcher diese in einfacher Weise durgeführt hat. Dann behandele ich die 
Gleichung (II.), die etwas mehr Umstände macht. 
Stellen die Gleichungen: 
A.) f& )=9, f&+tk n+)=0 
dieselbe irredueible algebraische Curve dar, und ist (&,, »,) ein Punkt der- 
selben, welcher im Endlichen liegt, so gehören der Curve auch die Punkte 
(S,+nk, n,+nl) an, wo n irgend eine ganze Zahl bedeutet. Die Curve ist 
daher identisch mit der geraden Linie, welche durch die Punkte ($,, n,) 
und (S,+4, „+T) geht, und ihre Gleichung lautet: 


1.) kam) = US S0), 
so dass auch bei der allgemeineren Annahme die W-Curve 1.) zum Vor- 
schein kommt. 
Wenn die Gleichungen: 
III.) f& m)=0, f&+k, on)=0 
dieselbe irredueible algebraische Curve ergeben sollen, muss es eine Con- 
stante 4 von der Beschaffenheit geben, dass die Gleichung: 


fs, n) = flStk, on) 
identisch in $ und 7 besteht, und ist 7” die höchste Potenz von 7 in f(£, n), 
so ist = 0". Betrachtet man jetzt die Schnittpunkte der Curve mit der 
5S-Axe, so ist zu unterscheiden, ob wenigstens einer dieser Punkte im End- 
lichen liegt, oder ob alle ins Unendlich® fallen. Im ersten Falle sei ($,. 0) 
ein solcher Schnittpunkt im Endlichen. Da nun die Curve durch die lineare 





Transformation: 
=sıh Yy=onm 


nn 


Un 


*) Ueber diejenigen algebraischen Gebilde, welche eine Involution zulassen, und: 
Ueber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Functionen, Sitzungsberichte der 
Berliner Akademie, Jahrgang 1886, Seite 797, und Jahrgang 1887, Seite 159. 

**) Ueber diejenigen algebraischen Gebilde, welche eindeutige Transformationen in 
sich gestatten, Göttinger Nachrichten 1887, Seite 85, wieder abgedruckt: Mathematische 
Annalen, Bd. XXXII, Seite 290, 1888. 

***) Zur Transformationstheorie der elliptischen Funetionen, Mathematische Annalen, 
Bd. XIX, Seite 57, 1881. 
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in sich übergeht, so hat sie mit der $-Axe auch die Punkte (&,+rk, 0) 
gemeinsam, wo n wieder eine ganze Zahl bedeutet; folglich ist sie mit der 
&-Axe identisch, und ihre Gleichung lautet n=0. Da aber bei den fune- 
tionentheoretischen Betrachtungen 5 und n Variable sind, so ist dies unstatt- 
haft, und es müssen daher alle jene Schnittpunkte im Unendlichen liegen. 
Dann hat nach bekannten algebraischen Sätzen die ganze Function f(S, n) 
die Form: 
f(S; n) ag: 1.fi(S; n)+6, 

wo c, eine von Null verschiedene Constante bedeutet. Man erkennt leicht. 
dass für f, die Identität 


ımn—1 i N y | M N 
0 f(S; = fı($+k, on) 
besteht, sodass auch die Gleichungen 
f\&, 7)=09, fi(lsth, on)=0 


dieselbe algebraische Curve darstellen, welche jedoch redueibel sein kann. 
Entweder hat diese Curve mit der 5-Axe einen Punkt im Endlichen ge- 
meinsam, und dann ist die $-Axe ein Bestandtheil von ihr, also f,(£, 7) alge- 
braisch theilbar durch 7, oder dies ist nicht der Fall, und es ist identisch: 


h& n) = RS M)+e; 
diese Gleichung gilt aber auch im ersten Falle, in welchem die Constante 
c, den Werth Null hat. Indem man so weiter schliesst, erhält man endlich 
die Gleichung: 

fs, n) = "HI M). 
Dabei bedeutet g(7) eine ganze Function von n vom Grade m—1 und f,(€ 
eine ganze Function von $, welche der Gleichung genügt: 


fu(5) = fuls+R). 
Mithin ist f,, eine Constante, und dann folgt aus der Irredueibilität von 
f&, n)=0, dass die Gleichung der gesuchten Curve 
n—n = 0 

ist, was wieder unstatthaft ist. Die Möglichkeit (III.), welche übrigens die 
W-Curven 2.) geliefert hat, kann daher bei den functionentheoretischen 
Betrachtungen gar nicht vorkommen. 

Etwas umständlicher gestaltet sich die Discussion der Gleichung (II.). 


Geht die Curve f(5,n)=0 nicht durch den Anfangspunkt (0, 0), so ist 
Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 4. 39 








298 Stäckel, eindeutige Functionen mit linearen Substitutionen in sich. 


identisch: 
fs; n) = fh(& mM)+e, 
wo fi(0, 0) = 0 ist und ce eine von Null verschiedene Constante bedeutet. Soll 


f(es, on)=fi(e$, on)+te= 0 


dieselbe Curve darstellen, so muss die Gleichung 


fs; m) = Kos, en) 

identisch in & und 7 bestehen, woraus, durch Vergleichung der Coefficienten, 
Itelationen der Form: 

a 
folgen, in denen m und » ganze positive Zahlen sind. Diese Relationen 
brauchen aber nicht unabhängig von einander zu sein und können sich im 
äussersten Falle auf eine einzige redueiren; dann kommen $ und n in f(£, n) 
nur in der einen Verbindung $”.n” vor, und in Folge der Irredueibilität ist 
die Gleichung der Curve einfach: 

"N = 6; 
man erhält so eine W-Curve 3.). Bestehen weiter zwei unabhängige Re- 
lationen der angegebenen Form, so ergeben sich aus ihnen e und o als 
Wurzeln der Einheit. Es wird sich später herausstellen, dass dies bei dem 
functionentheoretischen Probleme auszuschliessen ist, weshalb diese Möglich- 
keit nicht ausführlicher untersucht werden soll. 

Es bleibt zu ermitteln, was geschieht, wenn die Curve durch den 
Anfangspunkt (0, 0) geht. Hat sie mit der $-Axe noch einen anderen im 
Endlichen gelegenen Punkt (£,, 0) gemeinsam, so ist auch f(e”.$,, 0) = 0, 
und entweder ist 7=0 die Gleichung der Curve, was unstatthaft ist, oder e 
eine Wurzel der Einheit. Entsprechende Schlüsse gelten auch für die 7-Axe, 
und es ergeben sich durch Combination folgende vier Möglichkeiten: 

1) oe und o sind beide Wurzeln der Einheit, 

2) sowohl die Gleichung f(£, 0)=0, als auch die Gleichung f(0, 7) = 0 
haben als endliche Wurzeln nur bzw. S=0 und n=(, 

3) f&, 0) =0 hat als endliche Wurzel nur <=0, und o ist eine 
Wurzel der Einheit, 

4) f(0,n)=0 hat als endliche Wurzel nur n=0, und oE ist eine 
Wurzel der Einheit. 

Es lässt sich aber zeigen, dass die beiden letzten Möglichkeiten nur 
eintreten können, wenn go und o beide Wurzeln der Einheit sind. Es genügt, 
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dies für die dritte Möglichkeit nachzuweisen. Soll diese stattfinden, so ist 
identisch 

[(S; n) = as" +n.9(S, n), 
wo a wegen der Irredueibilität eine von Null verschiedene Constante ist. 
Da nun f(&, n)=0 und f(e&, on)=(0 dieselbe Curve darstellen sollen, so 
muss identisch 

9(5, n) = e".og(e$, on) 
sein. Hieraus folgt durch Vergleichung der Üoeffieienten: 


—m 


1 = 0"".00*0. 
Nun ist o eine Wurzel der Einheit, also etwa 0" =1, folglich auch: 
we zu 1 


mithin entweder auch o eine Wurzel der Einheit oder z=m. Allein die 
letztere Annahme würde zur Folge haben, dass f($, 7) durch 5” theilbar 
ist, und dann wäre S=0 die Gleichung der Curve, was, ebenso wie früher 
n=(, auszuschliessen ist. 

Mithin sind entweder o und o beide Wurzeln der Einheit, oder die 
Curve hat im Endlichen mit der $- und n-Axe nur den Anfangspunkt ge- 
meinsam. Die erste Möglichkeit ist, wie schon erwähnt wurde, für die 
funetionentheorethische Betrachtung irrelevant, es kommt also alles auf die 
Untersuchung der zweiten an. 


Hat die Gleichung f(2, 0)=0 nur die Wurzel ©=0, so ist identisch 
f& n) = aö"”+ng(&, n), 
und soll auch f(0,7)=0 nur die Wurzel „= haben, so ist weiter 
f(S, n) = aS"+bn"+5nh(s, 7), 
wo a und 5 von Null verschiedene Constanten, m und » positive ganze 


Zahlen bedeuten. Entweder ist nun %(S, n) identisch gleich Null, und dann 
ist /(&, n)=0 eine W-Curve 2.), oder dies ist nicht der Fall. Soll dann 
f(os, on) = ag"S"+bo"n"+o0ofn.h(os, on) = U 

dieselbe Curve darstellen, so ist identisch 


u 
0 = 0, 


und | | 
e"h($, 7) = eoh(gs, on). 
Ist aber h($, 7) nicht identisch gleich Null und 
H. pP all 


39* 
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ein Term davon, so muss identisch sein: 


/ 


0" — 0*.,0°, 


Ist diese Gleichung von der vorhergehenden 0” = 0” unabhängig, so sind o 
und o Wurzeln der Einheit, es kommt also hier nur der Fall in Betracht, 
dass die neue Relation zwischen o und o eine Folge der alten ist. Mit- 
hin muss 


m 
m = Ath— 
n 


sein, eine Gleichung, die sich auch in der Form 
u 
a 
schreiben lässt, woraus folgt, dass die positiven ganzen Zahlen z und 4 
bzw. kleiner als m und n sein müssen. Schreibt man aber die Gleichung 
in der Form 
(m—z).n = m.Ä, 
so ergiebt sich, dass die Zahlen m und » einen gemeinschaftlichen Theiler 
haben müssen; denn wären sie relativ prim, so wäre 4 durch » theilbar, 
also, da es kleiner als » ist, gleich Null, während es doch mindestens gleich 1 
sein muss. Es sei also: 
m=gm, n=gn, 
und m und »' relativ prim, g mindestens gleich 2. Aus der Gleichung 
(gm —x).n = m 
folgt, dass z und A bzw. durch m’ und n’ theilbar sind, es ist daher: 
z=um, kA=vn, 
wobei noch u+v =g sein muss. Hiermit ist aber bewiesen, dass f(S, n) 
eine homogene Function der Grössen 


m’ 


su, I=rf 


der Dimension g ist. Folglich lässt sich die Curvengleichung auf die Form 


EıB A 
2) =) 


bringen, es ergiebt sich also eine W-Curve; A und B dürfen hierbei un- 
beschadet der Allgemeinheit als ganze Zahlen angenommen werden, die zu 
einander relativ prim sind. 
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Fasst man das Resultat der Discussion von Gleichung (II.) zusammen, 
so findet man, dass entweder oe und o Wurzeln der Einheit sind oder die 
Curve f(£, n)=0 eine W-Curve 2) ist, wobei A und B positive oder nega- 
tive ganze Zahlen sein müssen. 

Hiermit ist die Discussion der Gleichungen (I.), (IL) und (III.) be- 
endet, und es handelt sich jetzt darum, die gewonnenen Resultate für das 
funetionentheoretische Problem zu benutzen. Dazu erinnere man sich, dass 
die linearen Substitutionen, welche die Curve f(£, n)=0 in sieh überführen 
sollten, Substitutionen bzw. der Gruppen von ® und % waren, welchen in 
einfachster Weise Substitutionen der Gruppen von g und w entsprechen. 
Grestattet nun die Function Y(w) eine parabolische Substitution, so besitzt 
diese Substitution unendlich viele von einander verschiedene Iterationen, und 
diese kann man bei dem oben gegebenen Beweise als Funetionen «,. «,, 


benutzen. Dann aber wird 


au-+b 
u = 
cu+d 


ebenfalls eine parabolische Substitution, und es ist daher: 

<=trk 
Die Curve f(&,7)=0 genügt daher entweder der Gleichung (I.) oder der 
Gleichung (Ill... Es hat sich aber herausgestellt, dass die Gleichung (III.) 
zu unstatthaften Folgerungen führt. Soll also zwischen DPD und # eine 
algebraische Gleichung bestehen, so muss man zu der Gleichung (I.) 
langen, und dies erfordert, dass 

! a'v -b' 

= 1 


c'vo-+d 


VP- 
ge 


ebenfalls eine parabolische Substitution ist. Damit aber ist gezeigt, dass 
zwischen y(u) und w(e) nur dann eine algebraische Gleichung bestehen kann, 
wenn die zugehörigen Gruppen entweder beide parabolische Substitutionen ent- 
halten, oder beide keine Substitutionen dieser Art aufweisen. 

Diese Eintheilung der eindeutigen Functionen mit linearen Substi- 
tutionen in sich in zwei Arten trat schon am Anfang dieser Abhandlung 
auf, und ihre Wichtigkeit wird sich im Folgenden immer mehr herausstellen. 

Besteht zwischen zwei Funetionen mit parabolischen Substitutionen 
p(u) und w(v) eine algebraische Gleichung, während die Argumente « und 
vo durch eine Relation 
(u, ve) = 0 
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mit einander verknüpft sind, so folgt aus den vorhergehenden Untersuchungen, 
dass diese Gleichung vermöge einer Substitution 


au+Pß _ ado+f 


s= zur’ us Ford 


in die lineare Gleichung 
kn-m)—UE—5) = 0 


übergehen muss. Es besteht also nothwendig zwischen « und » eine bi- 
lineare Relation, aus welcher man 


_  Au+B 
Cu+D 
erhält. Betrachtet man aber 
Au+B 
Cu+D 


als Funetion von a, die mit x(w) bezeichnet werde, so ist x(w) ebenfalls 
eine eindeutige Function, welche lineare Substitutionen in sich gestattet und 
von endlichem Grade ist. Die Forderung, dass zwischen y(u) und w(e) 
eine algebraische Gleichung stattfindet, führt also bei den Functionen mit para- 
bolischen Substitutionen zur Transformation zurück. Diese Functionen sind 
also auch in dieser Beziehung genau das Analogon der elliptischen Functionen. 

(sanz anders verhält es sich mit den Functionen der zweiten Art, 
denn bei diesen braucht die Beziehung zwischen « und » keineswegs linear 
zu sein, sondern muss die angegebene Form 


B A 
=) 
haben, in der $ und n7 durch die bekannten linearen Functionen von x und 
v zu ersetzen sind. Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich sofort, 
wenn nur noch gezeigt wird, dass die Annahme, oe und o seien Wurzeln 
der Einheit, welche oben ausgeschlossen wurde, in der That unstatthaft ist, 
und dies soll jetzt geschehen. 
Besitzt die Function p(w) keine parabolischen Substitutionen, so lässt 
sich jede ihrer Substitutionen auf die Form 


= .0 
bringen. Ist eine der Zahlen og, welche man so erhält, keine Wurzel der 
Einheit, so gestattet die zugehörige lineare Substitution unendlich viele von 


einander verschiedene Iterationen, und diese darf man als die linearen Func- 
tionen %, %, ... in dem oben angegebenen Beweise nehmen. T'hut man 


es RT 


EEE ee ie sn 
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dies, so gestattet die Curve f(&,n)=(0 eine Transformation 
S=os, "=, 

in welcher oe und o nicht beide Wurzeln der Einheit sind, und ihre Glei- 
chung hat daher die eben erwähnte Form. Es bleibt also nur die Mög- 
lichkeit übrig, dass jede Substitution der Gruppe von Y(w) nur eine endliche 
Anzahl von einander verschiedener Iterationen gestattet, oder, in der Be- 
zeichnungsweise von Herrn F. Klein, elliptisch ist. Allein dies steht in 
Widerspruch mit der Voraussetzung, dass diese Gruppe aus unendlich vielen 
Substitutionen besteht. Um dies einzusehen. braucht man sich nur klar zu 
machen, dass das Verfahren mittelst dessen Herr Gordan”) alle endlichen 
(Gruppen linearer Substitutionen gefunden hat, im Grunde zur Lösung der 
Aufgabe führt, alle Gruppen zu bestimmen, welche aus einer endlichen 
Anzahl erzeugender linearer Substitutionen hervorgehen und deren Substi- 
tutionen sämmtlich elliptisch sind. Ganz direct aber ergiebt es sich aus 
einem Satze, welcher von Herrn W. Dyck**) herrührt und der sich so 
aussprechen lässt: Benutzt man eine endliche Anzahl von Operationen 


A,. A». 0.4 4 


zur Erzeugung einer Gruppe, so kann diese Gruppe nur .dann unendlich 
viele von einander verschiedene Operationen enthalten, wenn ausser den 
Relationen 

u, ek or A 


nur noch eine von vornherein angebbare Anzahl weiterer Relationen zwi- 
schen A, Ay ..., A, 
Gruppe nothwendig endlich. 

Um zu untersuchen, wann zwischen zwei Funetionen Y(u) und w(e) 


besteht; wird diese Anzahl überschritten, so ist die 


ohne parabolische Substitutionen eine algebraische Gleichung besteht, wird 
man zunächst neue Veränderliche 5 und 7 in der oben angegebenen Weise 
einführen und so die Functionen ?(£) und #(7) erhalten. Zwischen 5 und 
n muss dann eine irredueible Relation der Form 


Eee 


bestehen, wo A und B positive oder negative ganze Zahlen sein müssen. 
*) Ueber endliche Gruppen linearer Transformationen einer Veränderlichen, Mathe- 


matische Annalen, Bd. XII, S. 23, 1877. 
**) (Gruppentheoretische Studien, Mathematische Annalen, Bd. XX, Seite 1, 1582. 
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Diese Gleichung wird identisch erfüllt durch: 

S=hlt, 7= Jul”, 
so dass also zwischen (St) und F(n,t”) eine algebraische Gleichung 
stattfinden soll. Fasst man diese Funetionen als Funetionen von £ auf, so 
sind es eindeutige Functionen mit rationalen Substitutionen in sich selbst. 
Man findet dann leicht, dass eine algebraische Gleichung zwischen zwei 
solchen Funetionen nur dann stattfinden kann, wenn die zugehörigen Gruppen 
eine gemeinschaftliche Untergruppe besitzen, und kommt so auf Fragen, 
deren Erledigung gegenwärtig wohl noch auf unüberwindliche Schwierig- 
keiten stösst. Dagegen bleibt man bei den eindeutigen Funetionen mit 
parabolischen Substitutionen durchaus im Gebiete der Functionen mit linearen 
Substitutionen in sich. 

Es dürfte angebracht sein, die Ergebnisse der vorhergehenden Unter- 
suchungen zusammenzufassen. Es handelte sich um die Aufgabe, zu ermitteln, 
wann zwischen zwei eindeutigen Functionen, welche lineare Substitutionen in sich 
gestatten und einen endlichen Grad besitzen, eine algebraische Gleichung be- 
stehen kann, während ihre Argumente durch eine algebraische Relation ver- 
knüpft sind. Bei der Lösung dieser Aufgabe sind drei wesentlich verschiedene 
Fälle zu unterscheiden: 

I. Sind die Gruppen der beiden Functionen y(u) und w(v) endlich, 
so bleibt die algebraische Relation zwischen u und v ganz willkürlich und, 
wie sie auch angenommen ist, immer besteht eine algebraische Gleichung 
zwischen den beiden Functionen. 

Il. Sind die Gruppen der beiden Functionen p(u) und w(v) unendlich 
und enthalten beide keine parabolischen Substitutionen, so hat die algebraische 
Relation zwischen u und v nothwendig eine ganz bestimmte Form; zu entscheiden, 
wann diese Bedingung auch hinreichend ist, erfordert eine besondere Unter- 
suchung, bei welcher die Betrachtung von Functionen mit rationalen Substitu- 
tionen in sich nöthig wird. 

ill. Sind die Gruppen der beiden Functionen y(u) und w(e) unend- 
lich und enthalten beide parabolische Substitutionen, so ist die Relation 
zwischen u und v nothwendig bilinear, und die Frage, wann wirklich eine 
algebraische Gleichung zwischen p(u) und w(v) besteht, kommt auf das Trans- 
formationsproblem der eindeutigen Functionen mit linearen Substitutionen in 
sich zurück. 

Andere Möglichkeiten giebt es nicht. 
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Zum Schlusse sei noch eine Bemerkung gestattet, welche sich auf 
den dritten und interessantesten Fall bezieht. Wenn sich auch heraus- 
gestellt hat, dass gerade dann das Problem, um welches es sich handelt, 
im wesentlichen mit dem Transformationsprobleme identisch ist, so hat doch 
die Frage eine ganz besondere Wichtigkeit, wann zwischen einer eindeutigen 
Funetion mit linearen Substitutionen in sich und derselben Function von 
einem anderen Argumente, welches mit dem ersten durch eine bilineare 
u+B 
u+JD 
Gleichung besteht. Ist y(w) eine elliptische Funetion, so ist das zweite 
Argument nothwendig von der Form Au+B, weil p(w) nur die eine wesent- 
lich singuläre Stelle «= x haben darf, und die Frage, wann (a) und 
r(Au+B) algebraisch verbunden sind, führt vermöge des algebraischen 
Additionstheoremes sofort zur Multiplication und im besonderen zur complexen 
Multiplication der elliptischen Functionen. Letztere beruht darauf, dass die 


e ' . . A . 
telation verbunden ist, aiso zwischen p(«) und pl n ). eine algebraische 


(ruppe der elliptischen Funetionen einen Parameter, das Periodenverhältniss, 
enthält, sodass die Bedingung für die Existenz einer gemeinschaftlichen 
Untergruppe in Form einer algebraischen Gleichung für den Parameter er- 
scheinen kann. Aehnliche Untersuchungen lassen sich auch für eindeutige 
Funetionen mit linearen Substitutionen in sich anstellen. Auf diese Ver- 
allgemeinerung der eomplexen Multiplication hoffe ich bei anderer Gelegen- 
heit zurückkommen zu können. 


Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 4. 








Ueber die Relationen zwischen den Determinanten 
einer Matrix. 
(Von Herrn K. Th. Vahlen.) 





Aur die Aufgabe, die Relationen aufzustellen, welche zwischen den 
Determinanten einer Matrix bestehen müssen, wird man geführt, wenn man 
eine ebene u-fache einer ebenen »-fachen Mannigfaltigkeit entnommene 
Mannigfaltigkeit durch diejenigen Coordinaten definirt, welche den Plücker- 
schen Coordinaten einer Geraden im Raume analog sind. 

Wird ein Punkt x einer ebenen »-fachen Mannigfaltigkeit durch 
»-+1 homogene Coordinaten &,, &, ..., x, bestimmt, so erfüllen alle Punkte 
x, deren Coordinaten &,, 2, -. ., z, homogene lineare Functionen der Coor- 
dinaten von u in allgemeiner Lage gegebenen festen Punkten x 


2, a, . . .. 2) (k= A TEE u) 
sind, also: 
= NEIL HL. te, gnätt. 


eine durch jene « Punkte gehende, durch sie bestimmte («—1)-fache ebene 
Mannigfaltigkeit. Wählt man in dieser statt der « Punkte 


a) (k=a1,2,3,..., A) 


u beliebige andere Punkte y®, die mit jenen durch die Gleichungen: 
m , , h=1l,2.., x 
> = Zar (1=4,1,..,r) 
u k=1,2,.. 
zusammenhängen mögen, so unterscheiden sich die Determinanten uter Ord- 
nung der Matrix (y®) von den entsprechenden der Matrix (z={”) nur durch 
den Factor 
laf”|. (A,ı=1, 23.08) 
Ausser durch das Gleichungssystem: 


2, = Na 2 Ka :% en ") 


n ill, 3... 
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kann die (w—1)-fache Mannigfaltigkeit auch durch das System linearer 
Gleichungen bestimmt werden, welches sich durch Elimination der Grössen 
a” aus den Gleichungen = Zug ergiebt; diese Gleichungen erhält 


4 


man, indem man die Determinanten (w+1)-ter Ordnung der Matrix: 


k=U, 1, 2, ..., 
(k) ul 1,2... 0 
(2; ) ( „0. ) 
q 


gleich Null setzt. Die Coefficienten dieser Gleichungen sind die Deter- 
minanten («—1)ter Ordnung der Matrix 
(). ar 
Hierdurch, sowie durch die oben angegebene Eigenschaft, sich bei 
anderer Wahl der Punkte x’ nur um einen gemeinsamen Faetor zu ändern, 
werden die Determinanten wter Ordnung der Matrix (x!) als homogene 
Coordinaten der (u—1)-fachen Mannigfaltigkeit charakterisirt. 
Die aus der ten, öten, ..., ö„_,ten Colonne der Matrix (=) ge- 


bildete Determinante bezeichnen wir mit z,,... Da durch zweckmässige 


Wahl der « Punkte =, oder der u” Substitutionscoeffieienten «‘) über u 


Elemente der Matrix (z{”) beliebig verfügt werden kann, ohne die e 1 


RUE A " . ’ ' 

= “I zu ändern, so sind diese Determinanten- 
Tl... —1 

@Quotienten Functionen von nur (n+1l)u—u’ = u(n+l—u) oder ur unab- 


hängigen Variabeln, u+v=n-+1 gesetzt. 





Determinanten - Quotienten 


Zwischen diesen("* )—1 Determinanten-Quotienten bestehen daher 
n+1 r 
u 
ebenso viel homogene Relationen. 
Um diese Relationen aufzustellen, bezeichnen wir mit 5“ die ersten 
Minoren der Determinante 


s . n-+1 . 
)-1-ur Relationen, oder zwischen den ( . ) Determinanten selbst 


(k) | al, 2 ..M 

x! EEE Toi1...u—‘ har L, u 
Nach dem Multiplicationssatze ergiebt sich dann: 
1 1 ‚a | | za c(1) <(1) 
| ai) ai.) re Ti, | & & Bun: & Su—l 
| „(2 „(2 (2) | &(2) (2) <(2) 
Ei = Er ER ‚80 Sı Sa-ı| _ x U &0) > (kei! PR 
) “ 5 ä ur ip Ph . 5 En 00. 1 
Inu)  „w (w) u Ba 
X; 7, 5. T,— &u) &i#) Ba > gras 


40* 
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d.h. 


5 h,k=il1,..., al 
LIPL AFTER Iu—1' ( i ) 


Dieses sind die gesuchten Relationen. 

Wir ermitteln zunächst ihre Anzahl. Die erste Relation, die wir 
erhalten, wenn wir alle Indices ö, ö, ..., ö_, mit diesen 0, 1,..., u—l 
übereinstimmend nehmen, wird: 


d v1 —. u 
Lo12,..u—1 + 2012, = 112. 


ul .‚A—1) 

also eine Identität. Die folgenden «v Relationen, die wir erhalten, wenn 
wir alle Indices ö,, ö,, ..., ö,_, bis auf einen mit den Indices 0, 1, ...., u—l 
übereinstimmend nehmen, sind: 


m k—] uf | a u—! ) 
Lo, hinkt lung -1 ‚LU, 205 ul Ta I, use h—1,k,h+1... u—1 ’ k=0,1,..,k—1, io, kKt+l,..., a—1 


d. h. 


zone u—1 
= Dii..n-hatl..u* Do. ist 


. das . i v . . . 
also ebenfalls Identitäten. Die folgenden (2).(5) Relationen, die wir er- 


halten, wenn wir die Indices ö,, ö. - .., ö,_, bis auf zwei mit diesen 0, 1,..., 
«—1 übereinstimmend nehmen, also: 


" 2 77 | 
Ti... inkot auk ip tln—ı * Pli..u—ı 7 a a-1224 2 u—1|) 
Ge l, .., a1 ) 
Beute ae, 
d. h. 
u TO... kt an 1 Pol. t ana —1 
FE Ti1...,u—1 R 


Tun öko umt l POei,kıtl,..u—1 
werden, da sich der Factor z4,..„-ı forthebt, Relationen zweiter Ordnung. 
Ebenso erhalten wir (2 )-(3) Relationen dritter Ordnung, u. s. w. Im Ganzen 
ergeben sich also 
‚fu\ /(v /u\ /v n+1 
HEHE = t) 
Relationen, von denen jedoch die ersten 1+ur reine Identitäten waren, so 


N 


N 1 . .. . . ® % 4 
dass ( ei )-1-ur Relationen übrig bleiben. Dass dieses System ein 


x n+1 au I 
System von ( . )—1-ur unabhängigen Relationen ist, geht sofort daraus 


hervor, dass in jeder der Relationen eine Grösse, nämlich die auf der linken 


Seite stehende «,,,..., vorkommt, die in keiner der übrigen enthalten ist. 
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Denn die Indices ö,, &, -.., 2,_, unterscheiden sich in mindestens zweien 
von den Indices 0, 1, ..., «—1, während die auf den rechten Seiten der 
Relationen vorkommenden Grössen &u1..-1xs41..._ı Mur in einem Index 
von Zu... verschieden sind. 

Das Relationensystem ist vom Geschlecht Null, so dass, wenn für 
eine ebene («—1)-fache Mannigfaltigkeit nur die nothwendige Anzahl von 
1+uv homogenen Coordinaten gegeben ist, sich die übrigen aus diesen 
rational, also eindeutig ergeben. 

Die Dimension des Systemes ist: 


AAO FRI ER 


Dieselbe hat eine einfache anzahlgeometrische Bedeutung. 


OR] 


i P ; n—+1\ i : # 
Es mögen Y,..,..., die ( ) Coordinaten einer (v—1)-fachen 
. w arl ....n i v J 


n 


ebenen Manmnigfaltigkeit sein. Die Gleichung 


Ä u; — ( 
zT se Bu Teens | [RR FREE ), 
wo die Summation sich auf alle Möglichkeiten, die Indices 0, 1,...,» com- 
binatorisch in zwei Gruppen ö,, ö, ».., ö,_, und ö,, dus i, zu zerleren, 


bezieht oder, was dasselbe ist, die Gleichung: 


(1 (1) 1 
2) z\ ar 
ir) at) u a) 


ww  .,..g 

my... gi 
bedeutet das Verschwinden eines durch « Punkte der z-Mannigfaltigkeit 
und v Punkte der y-Mannigfaltigkeit bestimmten Prismatoids (nach Kron- 
eckers Terminologie), d. h. sie bedeutet das Sich-Schneiden der z-Mannig- 
faltigkeit und der y-Mannigfaltiskeit. Auch wenn man die Bedingung für 
das Vorhandensein eines Schnittpunktes, d. h. für die Auflösbarkeit des 
Gleichungssystemes: 


Mm ..., U 


h) mth > (Mk) 22% fr 
= 2" = Ey”, (1 


Danaaf 


aufsucht, wird man auf die obige Gleichung geführt. 
Durch ur solcher Gleichungen: 


PL, y. a U) ( A uv) 
alt 1 . uv'u +1 u... Fr 
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. . . En . 1 .. . . 
werden, in Verbindung mit den für die (“7 ") Grössen Ci... „ Identisch 
I 8 u a a FE ı 


bestehenden ne —1—uv homogenen Relationen die Verhältnisse dieser 
u 8 


Grössen, also diejenige «-Mannigfaltigkeit bestimmt, welche die uv y-Mannig- 
faltigkeiten schneidet. Also gilt der Satz: 
In einer ebenen n-fachen Mannigfaltigkeit giebt es 


Kon 


ebene (u—1)-fache Mannigfaltigkeiten, welche uv gegebene (v—1)-fache ebene 
Mannigfaltigkeiten schneiden. 


(ke, 2,3, ...) 











Ueber Systeme von Functionen reeller Variabeln. 
(Von Herrn Paul Stäckel in Halle a. S.) 


1. 


Die folgende Untersuchung knüpft an einen der Sätze an, welche 
Sturm in seinem bekannten Memoire sur les Equations differentielles lincaires 
du second ordre*) für die Nullstellen von Funetionen einer reellen Variabeln 
entwickelt hat, die durch eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung definirt werden. Das Theorem, um welches es sich handelt und 
welches im $ XIV dieser Abhandlung ausgesprochen ist, lässt sich so for- 
muliren: Es seien y, und y, zwei linear unabhängige Lösungen der linearen 
homogenen Differentialgleiehung zweiter Ordnung 


d’y dy Er? 
U +PH4Qy = 0; 


dx” 


wenn dann in dem Intervalle x = (a...b) der Ausdruck 


— /Pdı 
um=e" 


endlich und von Null verschieden ist, so alterniren darin die Nullstellen 
der beiden Functionen y, und y, von x, das heisst zwischen je zwei Null- 
stellen einer der Functionen liegt stets eine, aber auch nur eine Nullstelle 
der anderen Function. Dieser Satz ist übrigens in die Lehrbücher über- 
gegangen; Sturm hat ihn in seinen Cours d’analyse**) aufgenommen, und 
auch in Jordans Cours d’analyse***) hat er Platz gefunden. 

Es scheint bisher nicht bemerkt worden zu sein, dass das eben aus- 
gesprochene Theorem in Wahrheit mit der Theorie der linearen homogenen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung nichts zu thun hat, dass es vielmehr 


*) Journal de mathematiques pures et appliquees, t. I, S. 106—156, 1836; diese 
Abhandlung war jedoch schon im September 1833 der Pariser Akademie vorgelegt worden. 
**) Cours d’analyse de l’Ecole polytechnique, einguieme edition, t. II, S. 139. 

***) (Cours d’analyse de l’Ecole polytechnique, t. III, S. 402, 1887. 
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eine Eigenschaft ausspricht, welche jedem Systeme von zwei Functionen einer 
reellen Veränderlichen zukommt, sobald diese und ihre ersten Ableitungen ge- 
wisse Bedingungen der Endlichkeit und Stetigkeit erfüllen, während die Existenz 
von zweiten Ableitungen der betrachteten Functionen ganz gleichgültig bleibt. Bei 
einer solchen Auffassungsweise aber ordnet sich dieser Satz in die T'heorieen 
über Systeme von Funetionen ein, welche Kronecker in Vorlesungen und 
Abhandlungen*) entwickelt hat, und es wird möglich, ihm ein entsprechendes 
Theorem für Systeme von n-+1l Functionen von n reellen Veränderlichen an 


die Seite zu stellen. 


2. 

Es seien f(x) und f(x) zwei reelle Funetionen der reellen Ver- 
änderlichen x, welche in dem Intervalle x = («a...b) eindeutig, endlich und 
stetig sind. Für dieselben Werthe von x sollen diese Functionen differen- 
tirbar sein und ihre Ableitungen f(x) und f;(x) endliche Werthe besitzen. 
Bildet man dann den Ausdruck: 

Ic) = FIRE) -kahl®), 
und stellt sich heraus, dass /(x) in dem Intervalle x = (a...b) endlich ist 
und sein Vorzeichen nicht wechselt, so lässt sich zeigen, dass die Nullstellen 
der beiden Funetionen f(x) und £&(x) in diesem Intervalle alterniren. 

Verschwindet nämlich in dem Intervalle x = (a...b) etwa f(x) für 
z=oe und 2=/, aber für keinen der dazwischen liegenden Werthe von x, 
so ist zunächst wegen der Endlichkeit von f(@): 

40) = -la)filo). 
AB) = -KANB), 
und daher müssen f;(«@) und fi(#) endliche von Null verschiedene Werthe 
haben. Nun gelten aber für hinreichend kleine Werthe von A die Glei- 
chungen: 
fi (a +h)—fı(o) = hfifa+$h), 
B+W FB) = hfi(B+9N), 
wo 3 und 9° positve oder negative echte Brüche bedeuten**), mithin muss 
*) Ueber Systeme von Functionen mehrer Variabeln, Monatsberichte der Königl. 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1569, S. 159 und S. 668. Ueber die 
Charakteristik von Functionen-Systemen, ebendaselbst. Jahrgang 1878, S. 145. 
“*) Dass die Formel f(@e +h)—f(e)=hf(@+%h) für hinreichend kleine Werthe 
von h gilt, sobald man weiss, dass f'’(z) zu beiden Seiten von z=a endlich ist, hat 
Jordan a. a. ©. t. III, S. 582 gezeigt. 
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fı(x) für = « und für e= 5 das Vorzeichen wechseln, und f/(«) und f/(?) 
haben entgegengesetztes Vorzeichen. Es ist also, wenn man nach Kroneckers 
Vorgang“) mit 


senz 
das Vorzeichen von z bezeichnet: 
sgnfi(e) = —sguf,(P). 


Andererseits hat man der Voraussetzung nach: 


send(o) = sgnd(P). 
oder, was dasselbe ist: 
sgnf,(e)f, (@) = sgnf; Di (P). 
und daher ist auch: 
sgnf(e) = —senf;(P). 


Hieraus aber folgt sofort, dass f(x) in dem Intervalle = = («.../) mindestens 
einmal verschwindet, und da dieselbe Betrachtung unter Bevorzugung ven 
f;(x) durchgeführt werden kann, so ergiebt sich weiter, dass nur eine Nullstelle 
von f(x) in diesem Intervalle vorhanden ist. 

Von diesem Satze lässt sich folgende Anwendung machen. Besitzen 
die Funetionen f,(x) und f(x) für die betrachteten Werthe von z auch 
zweite Ableitungen f} (z) und f}' (x), so genügen sie der linearen homogenen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

d’y dy 

dr’ dx J 

he) he)” 

) Re) fe) 
oder: 

d’y ıp 
— 
Soll für „„=fı(x) und „= f(x) das oben erwähnte T’heorem von Sturm 
gelten, so muss: 


— A Pas 
u 


für x = (a...b) einen endlichen von Null verschiedenen Werth haben. Diese 


*) Beweis des Reciprocitätsgesetzes für die quadratischen Reste. Sitzungsberichte 
der Kgl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1584, S. 519. 
Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 4. 4] 
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Bedingung aber ist vermöge der Relation 


KR D-kafe) = ee”, 
in welcher ce eine von Null verschiedene Constante bedeutet, identisch mit 
der Forderung, welche vorher für /(z) aufgestellt wurde. 


3. 
Der eben bewiesene Satz über die Nullstellen von zwei Functionen 
einer reellen Veränderlichen x lässt sich verallgemeinern, wenn man ihn 
auffasst als den Ausdruck einer Beziehung zwischen den drei Curven: 


y=fia) y-h@) yaı. 
Durchwandert man nämlich die Gerade y=0, indem man beständig mit 
wachsendem x fortgeht, und markirt die Stellen, an welchen diese Gerade 
von den beiden anderen Curven geschnitten wird, so besagt jener Satz, dass 
in jedem Intervalle © = (a...b), in welchem (x) endlich und von Null 
verschieden ist, nothwendig die so markirten Stellen alterniren. Statt der 
Geraden y= (0 kann man aber irgend eine Curve y= f;(z) in der xy-Ebene 
nehmen und nach den Beziehungen fragen, welche zwischen den Schnitt- 
punkten dieser drei Curven bestehen. | 

Es seien also drei Functionen von zwei reellen Veränderlichen x 
und y gegeben, welche mit fi(z,y), (x, y) und £(z,y) bezeichnet werden 
sollen; interpretirtt man = und y als Punkteoordinaten in einer Ebene, so 
stellen die Gleichungen f, =0, &=0 und 5, =0 drei Curven dar. Jetzt 
wandere man auf einer dieser Curven, etwa f,=0, und markire die Stellen, 
an denen die Curve von den beiden anderen geschnitten wird. Es wird 
sich dann darum handeln, aus f,, f und f; einen Ausdruck zu bilden, welcher 
die Eigenschaft hat, dass die Schnittpunkte der beiden Curven mit fi = 0) 
alterniren, solange dieser Ausdruck einen endlichen von Null verschiedenen 
Werth behält. 

Zu diesem Zwecke ist es zunächst nöthig, den Begriff des Durch- 
wanderns einer Curve, welcher geometrisch klar ist, analytisch zu präeisiren. 
Man bedarf dazu eines Fortgangsprincips, d. h. einer Regel, welche für 
jeden Punkt x, y der Curve angiebt, in welcher Richtung man bei der 
Durcehwanderung der Curve weitergehen soll. Ein solches Fortgangsprineip 
lässt sich auf Grund Kroneckerscher Ideen so formuliren. Ebenso wie der 
Fortgang auf der Curve y=(0 durch ihre Beziehung zu den (reraden 
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x = const. geregelt wird, so ordne man, wenn es sich um die Durchwan- 
derung der Curve f(z,y)=0 handelt, ihr willkürlich eine Curvenschaar 
g(z,y) = eonst. zu und bilde den Ausdruck: 
al BE BE 0 
Or <C Yy oy COX 
Dann hat man von einem Punkte r, y aus stets so weiter zu gehen, dass 
D(x, y).dg > 0 
ist. Es ist klar, dass man auf diese Weise niemals von einem Punkte zu 
dem eben durchlaufenen zurückgelangt und dass diese Regel nur dann 
versagt, wenn D(x,y) verschwindet. Durch geeignete Wahl der willkür- 
lichen Hilfseurven g(x, y) = const. kann man aber stets erreichen, dass dies 
nur eintritt, wenn gleichzeitig 2 und x 
punkte der Curve f(z,y)=0 erfordern also eine besondere Behandlung. 


verschwinden. Die Doppel- 


Man wird bei ihnen so zu verfahren haben, dass man bis zu einem 
solchen Punkte herangeht und dann, ihn überspringend, auf einen Zweig 
der Curve übergeht, welcher noch nicht durchlaufen worden ist. 

Es lässt sich zeigen, dass die Hilfseurven g(x, y) = coust. keinen 
Einfluss auf die Art des Fortgehens haben; sie ermöglichen eben nur den 
analytischen Ausdruck des Fortgangsprineip. Nimmt man nämlich eine 
zweite Schaar von Hilfseurven h(z, y) = eonst., so ist beim Durchwandern 
der Curve f(z,y)=0 gleichzeitig: 

Ö 


‚ nee 
a 


© 


og ! 09 14°, 
37 de - a = de, 
oh oh 
57 .de+ EM .dy = dh: 
hieraus aber folgt: 
of Br 
0 
Or  0y 
og 0g 
nut. E Zr 
Ox Oy dg ( 
oh oh | 


oder: 


Be 009 of ER ( of oh oh of 


= = -d 
Or ©y oz 0y 9; 


41* 
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und diese Gleichung zeigt, dass die Bedingungen 


I! of 


L oy OX 
und 
of oh oh of 
ya > 0 


ganz gieichbedeutend sind. 
Das im Vorstehenden entwickelte Fortgangsprineip soll kurz als 
Kroneckersches Fortgangsprineip bezeichnet werden. 


4. 

Es seien drei Funetionen f,, £& und f; der reellen Veränderlichen & 
und 4 gegeben, welche in einem gewissen Bereiche ® der xzy- Ebene 
eindeutig, endlich und stetig sind. Für dieselben Werthsysteme x, y sollen 
sich diese Funetionen nach x und y differentiren lassen, und ihre ersten 


partiellen Ableitungen nach diesen Veränderlichen sollen endliche Werthe 
besitzen. Wenn dann in dem Bereiche ® der Ausdruck 


Be 
oh 
I(z, y) = |02 de 


of, of, of, 
oy oy oy 
endlich und von Null verschieden ist, so gilt folgender Satz: Durchwandert 
man, ohne aus dem Bereiche ® herauszutreten, gemäss dem Kroneckerschen 
Fortgangsprineipe eine der drei Öurven /\=0, &=0, 5 =0 und markirt 
die Stellen, an denen diese Curve von den beiden anderen getroffen wird, 
so alterniren diese Stellen, d. h. zwischen zwei Schnittpunkten der durch- 
wanderten Curve und der zweiten Curve liegt stets ein und nur ein 
Schnittpunkt derselben Curve mit der dritten und zwischen zwei Schnitt- 
punkten mit der dritten liegt stets genau einer mit der zweiten Curve. 
Der Beweis wird ähnlich wie vorher geführt. Wenn f, und f, für 
den Punkt =«, y=P verschwinden, so ist an dieser Stelle der Werth 
jener Determinante: 
10 9 = [E-B-BR] 
oz 0y Oz 0y Iasne 


Wandert man jetzt auf der Curve f, = 0 so, dass gemäss dem Kroneckerschen 
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Fortgangsprineipe stets 
(& a, _ A of, )ar 
oz 0oy Or 0Oy ’ 
ist, und gelangt an eine Stelle 2=«, y=f', an welcher zum ersten Male 
wieder f, verschwindet, so ist entsprechend der Werth von / an dieser Stelle: 


4(a', ß) = I( of, of; A I, ,: m h)). Ai 


OT Oy OX 


a’,uU 


Hieraus aber folgt, dass f, an den beiden Stellen z=«, y=ß und e=«', 
= ' mit Zeichenwechsel verschwindet, und dass daher df, an pee: 
beiden Stellen entgegengesetztes Vorzeichen hat. Das Fortgangsprineip 
zeigt dann, dass dasselbe für die Werthe der Determinante 
of, Ah __ A, A, 


oO rt ra 'y e 'z f y 


gilt, und hieraus erschliesst man vermöge der Gleichung 


\ f Rs (m' IN 
sgn4f(o, P) = send(e, 9), 
dass 
y j IN m igy 4 IN 
sgnf,(e, a A —sgnf;(« 1?) 


ist und dass daher f, innerhalb der Curvenstrecke zwischen («, ) und 
(«', 9) verschwinden muss; dass aber auch nur eine Nullstelle von f, in 
diesem Intervalle vorhanden ist, ergiebt sich unmittelbar aus der Symmetrie 
der Determinante / in Bezug auf die drei Funetionen f,, f; und f; 

Dieselbe Symmetrie zeigt auch, dass es gleichgültig ist, auf welcher 
der Curven man wandert, dass also die Schnittpunkte von irgend zwei der 
drei Curven mit der dritten sich alternirend verhalten. 

>. 

Ganz entsprechende Betrachtungen gelten für ein System von »-+1 
Funetionen fi, fa » +; fas fa, von rn reellen Veränderlichen x, z,, ..., z,, 
wenn man diese Variabeln als Coordinaten eines »-fach ausgedehnten ebenen 
Raumes interpretirt. Greift man aus den »+1 Funetionen »—1, etwa f,, 
fs», fa. heraus, so wird durch 


fi =V, h=V., ni a A Vu) 


eine Curve in diesem Raume bestimmt. Für die Durehwanderung einer 
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solehen Curve gilt dann als Kroneckersches Fortgangsprineip, dass beständig 


BE AR: a Ne! 
677 Or, SS vom 
.dg > V 
of, of, Ofa-ı 09 
iS A a 


sein muss. Hierbei bedeutet g eine willkürliche Hilfsfunction, deren Ein- 
führung, wie man sich leicht überzeugt, zwar zur analytischen Formulirung 
des Fortgangsprineips nothwendig, aber ohne jeden Einfluss auf die Art 
des Fortganges ist. 

Nimmt man jetzt an, dass fi. fa =: +, fas far In einem Bereiche 3 
jenes »-fach ausgedehnten ebenen Raumes eindeutig, endlich und stetig sind, 
dass für denselben Bereich die Differentiation nach &,, &;, ..., x, statthaft ist, 
und dass die ersten partiellen Ableitungen der Funetionen endliche Werthe 
haben, so gilt folgender Satz: In dem Bereiche 3 sei die Determinante 


f: f: . . . fi R, + 1 
| of, of, en o = K nn. 
A(,, I =.) == Or, or, Or, or, 
a ee 
Ö TC, Ö L, Ö In Ö u. 


endlich und von Null verschieden. Greift man dann irgend welche n—1 der 
n-+1 Functionen willkürlich heraus und markirt auf der Curve, welche durch 
das gleichzeitige Verschwinden dieser Functionen definirt ist, diejenigen Stellen, 
in denen die beiden anderen Functionen verschwinden, so alterniren diese 
Stellen in dem oben angegebenen Sinne. Da der Beweis des allgemeinen 
Satzes sich ganz ähnlich gestaltet wie der Beweis für den speciellen Fall 
n=3, so scheint es nicht erforderlich, ihn hier durchzuführen. 

Es möge zum Schlusse noch darauf hingewiesen werden, dass die 
Determinante /(x,, 0, ...,x,) bereits bei den Kroneckerschen Untersuchungen 
über die Charakteristik eines Functionensystemes auftritt, und zwar kommt 
gerade das Vorzeichen von / an den Stellen, wo » der „+1 Functionen 
fir far == + fas fa, verschwinden, bei der Definition der Charakteristik in 
Betracht. 











(seometrische Untersuchungen. 


(Von Herrn H. Schmidt in Stuttgart.) 


Zweiter AÄAbsehnitt. 


Zur Sphärik. 


y 

1. Schon Bolyai und Lobatschewsky haben dargethan, dass die 
sphärische 'Trrigonometrie unabhängig ist von dem Euklidischen Parallelen- 
axiom. Vielleicht ist es aber nicht ohne Interesse, wenn im Folgenden 
nachgewiesen wird, dass die sphärische Trigonometrie ebenso wie die Sphärik 
unabhängig ist überhaupt von jeder planimetrischen Construction, dass sie 
sich in einfacher Weise ableiten lässt aus der im I. Abschnitte”) gefundenen 
Eigenschaft der Kugelfläche bzw. der Hauptfläche überhaupt, wonach näm- 
lich auf jeder Hauptfläche durch zwei Punkte eine und im allgemeinen nur 
eine Hauptlinie, die wir Richtlinie genannt haben, bestimmt ist von der Art, 
dass sie auf der Hauptfläche um einen ihrer Punkte so gedreht werden kann, 
dass sie mit sich selbst in umgekehrter Richtung in Deekung kommt. Für 
die Kugelfläche ist diese Linie der Hauptkreis, der sie in zwei eongruente 
Hälften zerlegt. 

2. Was die wichtigsten elementaren Sätze der Sphärik anlangı 
(Congruenz und Symmetrie von Figuren, die durch Hauptkreisstrecken be- 
grenzt sind, die Sätze über das gleichschenklige Dreieck, die Beziehungen 
zwischen Polarfiguren u. s. w.), so kann ich dieselben hier ohne weiteres 
voraussetzen, da sie sich, nachdem einmal die Existenz des Hauptkreises 
nachgewiesen worden, einfach ableiten lassen. Nur einige Sätze, die in 
engerem Zusammenhang mit der folgenden Entwickelung stehen, mögen hier 
hervorgehoben werden. 

Es ist bekannt, dass, wenn einem gegebenen Kreise auf der Kugel- 
fläche ein reguläres n-eck um- und ein solches von gleicher Seitenzahl 


*) Vgl. diesen Band. Heft 2, S. 112. 
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einbeschrieben werden soll, die Seitenzahl » so gross angenommen werden 
kann, dass der Unterschied zwischen den Umfängen und ebenso der Unter- 
schied zwischen den Flächen der beiden Vielecke beliebig klein wird. Ist 
der sphärische Radius des Kreises = z, so wollen wir durch f(x) die Grösse 
bezeichnen, in welche der Umfang des um- und einbeschriebenen »-ecks 
übergeht, wenn » ins Unendliche wächst, ebenso durch F(x) den Ausdruck 
für die Flächen der beiden »-ecke bei unendlich grossem », wobei Fx 
offenbar nichts anderes ist als die Kreisfläche selbst. Die Fläche eines 
sphärischen z-ecks denken wir uns hierbei gemessen durch die Grundlinie 
des gleichschenklig-reehtwinkligen Dreiecks, welchem das »-eck flächen- 
sleich ist. >Metzt man nun den Umfang des Hauptkreises = 2p, so hat man 
ermögre der Beziehungen zwischen Polarfiguren sofort die Gleichung 
f(@)+F(ip—-x) = 2p. 


Wir stellen uns nun, behufs Entwickelung der Functionen fx 


und Fr, zunächst die Aufgabe, die erste Ableitung derselben, d. h. den Werth 


de AlisdrüuckKe 


| 
ul 
h 


für ein verschwindendes 4, zu bestimmen. Zur Lösung dieser Aufgabe 
bieten sich uns drei verschiedene Wege dar. 
. Wir denken uns die beiden Kreise mit den sphärischen Radien 


2 und ©4% concentrisch um den Punkt O als Mittelpunkt beschrieben, so 


dass F(2e+4)—F(x) durch die zwischen ihnen enthaltene Kreiszone dar- 
sestellt wird. Ein hKadius OAA schneide den Kreis F(x) in A, den Kreis 


F(x+k)in A. Von A aus denke man sich im Kreise F(x) die Seite AB eines 
regulären w-ecks von sehr grosser Seitenzahl und den Radius OB gezogen, 
der den Kreis F(z-+k) in B trifit. Die » Vierecke ABB’A', die man auf 
solche Weise erhält, denke man sich nun der Länge nach, d. h. mit der 
Seite k= AA, einem Hauptkreise entlang aneinandergelegt, so erhält man 
einen Gürtel von der Länge »%k, der also den Hauptkreis so oft umschlingt 
als 2» in nk enthalten ist. Der Flächeninhalt dieses Gürtels ist, wie sich 
in aller Strenge beweisen lässt, grösser als der einer gleich oft den Haupt- 


kreis umschlingenden Kugelzone von der Breite AB=a und kleiner als 
\ 


der einer Kugelzone von der Breite AB’=a. Der Inhalt einer Kugel- 


zone von der Breite a ist aber = 2» —F(}p—-a)=f(a). Demnach erhält man 


/ 
nk ar f(a) na.k 
1/33 477} 143 +7 1 1 \ ( \ " r 3 f Lo f; . 4 y" N / . 
jenen Gürtel die Grenzen f(a) pr und f(a) 5, odeı “he = und 
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(a) na.lh . i 
K 5 Wird » nun unendlich gross, so gehen die beiden n-ecke in 
a zp 
die Kreise F(x) und F(x+%k) über und man hat na=f(z), na = f(c+h 
also auch 

(a) (c+k .h M n (a) (2).h 

SP in F(c+k)—F(a) > [9.1 

a 2p | a 2p 

f(a’ f(a) 


Hierbei sind @ und a wnendlich klein und R erhält einen be 
{ { 


stimmten Werth, dessen Grenzen sich jetzt schon so weit feststellen lassen. 


f(a) 


dass 8 > u 4, denn für ein sehr kleines x wird f(x tr, und anderer- 
- 
seits g 2. Wir setzen also lım 5 für verschwindendes a I. So 
erhalten wir 
5 kflark) >F(lz+k)—F(e) > —- kfz 
zp p 
oder 
1 F(r+k)—-F(a | 
f + b = / I 
ZD r h 2p 
und hieraus für k = U 
| 


2p 

ll. In den beiden eoncentrischen Kreisen F(x) und F(xr-+%) denken 
wir uns wieder reguläre Vielecke mit sehr LTOSSET Seitenzahl beschrieben 
ABC... und ABC... und zwar so, dass die Mittellothe auf den Seiten AB, 
BC, ... die Ecken des Vieleeks AP... treffen. Dann begrenzen die beiden 
Vielecke eine Figur, die aus » congruenten Dreiecken mit der Basis AB 
und ebenso vielen Dreiecken mit der Basis AB’ besteht. Uonstruirt man 
nun einen Kreis, der die Länge der Schenkel dieser Dreiecke zum Radius 
hat, so möge sich in diesen die AB m-mal und die AB’ m-mal als Seit: 
eintragen lassen. Bezeichnet man die Fläche des in diesen Kreis ein 
beschriebenen regulären m-ecks mit M und des m-ecks mit M', so erhält 
man für die Fläche der Figur ABC... A BC... den Ausdruck 


‚AB n.Ab 
DE a A ı M 


m m m.AB ' m'.A'B 
für ein unendliches » gehen aber offenbar M und M’ in F(k) über, ferner wird 


n.AB f(x ) n.AB f(x f 
= und _— _ 
m, A B N ( k ) m. i b f A 


Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 4 42 











322 


























Schmidt, geometrische Untersuchungen. 
endlich die Figur ABC... A'’B'C'...= F(e+l)—F(x). Daher hat man 
f(z) , f(e+k) F(k) 

F k)—F(x) = WA 
(2+k) (©) F(k)(- Fk) r fa) )= (fC z)+f(z+k))-- f(h) 


oder 


F(k) 


F(z-+k)—F(x 
nd ıy nun u (f(@)+f(c+h))- kf(k) 


Fk) 
kf(k) 


zeichnen wollen, und man hat 


F (=) = f(x).C 


Für k=0 wird einer Constanten gleich, die wir mit C be- 


_ 


. A ! Ä . 
oder, wenn wir C= >— setzen, F'(z)=f(&):;_ wie oben. 
2p 2p 


Diese Gleichung genügt nun für die ganze weitere Entwickelung. 
Da nämlich 


F(z) = 2p-f(4p—e), 
so hat man auch 


F(2) = f($p-®) 


oder 


I 


f'dp-2) = f@)-,, 


und hieraus 
f'@) = fAp-). 5, 
Bildet man die höheren Ableitungen, so erhält man 
f"@) = -F Apr), = -1@- (3), 
"O=--/@-(z y. = -/Gp-2)- (3), 
"= fAr-2)() = rel) 


w * * . * A 
Und nun beginnt die Periode von neuem, nur dass der Üoefficient Be) 


mit höheren Exponenten behaftet erscheint. 
Für die Ableitungen von F(z) ergeben sich aus der ersten, F’(x), 
ähnliche Ausdrücke, nämlich 





ren 
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P'@) = fdp-2)-(z,), 


F"(@) = -I@)-(z,); 


: ‚A 
»IV/ a 2 a \ 
Fe) = -fGp-).\3,); 
F’(z) = f(&)-( ey u. Ss. W 

\ / \ \ 2p 5 . 8 . 


Nun ist f(0) offenbar = 0, ebenso F(0)=0, mithin (aus der Grlei- 
chung f(z)+ F(ip—x) = 2p) 
fGpP) =2p = Fi), 
für e=0 erhalten also die obigen Ableitungen folgende Werthe: 


F'(0) = 0, = PL, 

7 fr A \’ t/ NN 
FO=2p(,,), f'O=0, 

‚m Hr /zNN 6 A \’ 


Re TEN 
Fr)=-2p(,,). f")=0, 


art ee an 


Der Taylorsche Satz ergiebt hieraus 
B 2? A 2 z* A 4 26 
Fe) »(; (5 ) 2.34 (3) a za. 


( 
OBERES RE TTEEREN) 


-/ 


Die identische Gleichung 


ni A | : A 
2fe).Idp-2)-z,-2Gp-e).@):y, = 0 


giebt ferner durch Integration 


Fe)t+f(gp-e) = CC, 
wobei der ‘Werth der Constanten aus 
= FO)-+f’Ep) = (ap) 


gefunden wird. 


Es lässt sich nun auch, wenn f(x) =2py gegeben ist, x daraus be- 
stimmen; es ist nämlich 


42* 
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f(x) 
y- 2p ' 
also 
dy 1 A 
dz og 2p f(®) Kia 4p? f(4p—-:) 
"Re nme 
er 2p ig, 
.dy 
A de __dy 


4 NE 
2p yi-y da (14 5 7 +) 


4 y’ Zy’ 
:T — q . 4 OR — ..., 
>» yraztrgasr 
Aus der Gleichung f(@)+f"(4p—x) = (2p)’ erhält man ferner f(4p) = 2p.V4; 
setzt man also y=V4, so ist 2=4p und man hat 
A 5 1 3 ) 

gs HH ggatgget 
Diese Reihe ist convergent, und man erhält daraus den bekannten Werth 
A = 2.3,14159... = 2n. 

Da wir nun, so lange wir es nur mit einer Kugelfläche zu thun 
haben, als Maasseinheit für sphärische Linien jede beliebige Grösse an- 
nehmen können, so wollen wir die Länge des Hauptkreises nunmehr = 2r 


| . A . 
setzen, wodurch die Constante .- 1 wird. 
Führen wir die aus der Analysis bekannten Ausdrücke 
\ x° er 
sine = 2 — - -F- 
33 13.5 + 
und 
x? x’ Be 


m tie 


ein, so erhalten wir 

f(x) = 2nsinze, F(zx) = 2n(l—cose). 
Die Uebertragung dieser Formeln auf den Fall, wenn der Hauptkreis = 2p 
gegeben ist, bietet keine Schwierigkeit. 

Noch ist zu erwähnen, dass die Formeln für sin(c+y), cos(e+y) 
aus den gefundenen sich ohne Schwierigkeit ableiten lassen, sei es durch 
Reihentwiekelung, sei es mittelst der bekannten Ausdrücke von sinz und 
cosz in Potenzen von e (der Basis des natürlichen Logarithmensystemes) 
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mit imaginären Exponenten, oder endlich mit Hülfe von Ableitungsglei- 
chungen. Letztere Entwickelung mag hier folgen. 

Aus den oben gefundenen Ausdrücken für f(x), f' (x), ... geht sogleich 
hervor, dass 


dsinz En dceosz a dsiny dy deosy dy 
— — = COST —— = —sınr — = 034: ——., - = —sıny- —., 
dx ’ dx ’ dx y dx dx Y dx 
mithin 
dy dsiny dcosy . 
— -:C084U = — —:siny. 
dx dx Y dx Y 


Man hat ferner 


dsin (c+ y) DB) 17 R | dy ; 
> = cos (e+y)(1+ . 
deos(z+y) _ ee dy 
2 = —sin(a Hy) (14 Ir) 
oder 
Isin(x d 
cos(z+y) = BE)... 28 -cos(r+Y 


dx dx 


\ 
\ 


deos(z+y) u \ 
—sınc+y) = ee —.sin(c-+y). 
. ( | y) dx * dx Try) 


J 


Setzt man in die erste dieser Gleichungen den ersten, in die zweite den 


. dı \ er 
zweiten der oben gefundenen Werthe von n ein, so erhält man 
dsin(=-+y) dsiny ’ 
COS(T ‚COS : > COBN — — COST -+Y), 
08(2+y).cosy = By, co8(e+Y, 
i : deos(e-+y) _: deosy ._, L 
—sin(z ‚siny = .siny — —.sin(c+y). 
sin (2+y).siny = ar + Y, 
Hieraus folgt 
; dsin(=+y) or ‚ deosy 
cos(z+y)cosy+sin(c+y)siny = , eosy+sin(e+y)-——— 
. dr 
dcos(x-+y) ‚ dsiny 


— -siny—cos(c+y 


= 
J 
J 


dx dx 
oder 
cos(z-+y)cosy+sin(c+y)siny = [il „U ar /L.) Inu Lee) 
Setzt man in die erste jener Gleichungen den zweiten, in die zweite 
den ersten Werth von z ein, so erhält man 


djcos(e-+y)cosy + sin(z+y)sinyi 


dx 


—sin(z+y)cosy+cos(e+y)siny = - 
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Man bemerkt alsbald die Uebereinstimmung der Art dieser Gleichungen 
mit den Eingangs aufgestellten: 
dsinz deosz 


=, ——- — sinz. 





dx 
In der That hat man 
[sin(@-+y)cosy —cos(z+y)siny)’+[ecos(e+y)cosy+sin(e+y)siny]’ 

—= [sin (r+y)+cos’(z+y)].(sin’y+cos’y) = 1. 

Setzt man also 
sin(2+y)cosy—cos(z-+y)siny = sinz, cos(z-+y)cosy+sin(z-+y)siny = 6083, 
wobei z irgend eine Function von x und y vorstellen kann, so hat man aus 
den beiden Gleichungen 


dsinz BER dcosz u 
- — — 0052 — SS 
dx dx 
. dsinz dz dz ’ a 
Da aber —— = 6083. —— , SO muss a l sein, mithin 3=x+a. Der 


dx dx ' 
Werth des Ausdruckes sin(e+y)cosy+cos(e-+y)siny ist also von y unab- 
hängig =sin(c+a). Setzt man y=(0, so erhält man sinz = sin(c+ a), 
d.h. a=0; mithin 


sin(e+y)cosy—cos(c+y)siny = sine 


und ebenso 
cos(z+y)cosy+sin(z+y)siny = cost. 

Multiplieirt man die erste dieser Gleichungen mit cosy, die zweite mit siny 
und addirt, so ergiebt sich 

sin(e-+y) = sinzcosy+coszsiny. 
Multiplieirt man die erste mit —siny, die zweite mit cosy und addirt, so 
erhält man 

cos(cH+Yy) = C082Cosy—sinzsiny. 

Ebenso lassen sich, wenn man von sin(2—y) und cos(z—y) aus- 
seht, die Werthe dieser in sinz, siny, cosz, cosy finden (auch direct aus 
den gefundenen Werthen, wenn man z—y statt x setzt, wobei dann x statt 
z+y zu setzen ist). 

III. Der dritte Weg, den wir zur Lösung unserer Aufgabe, die erste 
Ableitung von f(x) und F(x) zu bestimmen, einschlagen können, führt unmittel- 


bar auf die eben entwiekelten Formeln. In zwei eoneentrische Kreise mit 
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den Radien x und c+y denken wir zwei reguläre »-ecke mit sehr grosser 
Seitenzahl so einbeschrieben, dass die Mittellothe auf den Seiten des einen 
(in den Kreis F(x) einbeschriebenen) durch die Ecken des anderen (in den 
Kreis F(z-+y) einbeschriebenen) gehen. Es sei O0 der Mittelpunkt der 
Kreise, AB eine Seite des dem Kreise F(x) einbeschriebenen Vieleckes und 
C’ der Punkt, in welchem das von O auf AB gefällte Loth den Kreis F(x--y) 
trifft. Die Radien OA und OB sind alsdann offenbar auch Mittellothe auf 
den in C’ zusammenstossenden Seiten A’C’ und C’B’ des in den Kreis F(x-+y) 
einbeschriebenen Vieleckes und mögen dieselben in D’ und E’ treffen. Den 
Inhalt des inneren Vieleckes bezeichnen wir durch J(z), den des äusseren 
durch J(z+y), CA sei =k. Wir beschreiben nun mit dem Radius k einen 
Kreis und tragen in denselben die Seite AB so oft ein, als es angeht, 
ebenso die Seite A’C’, ersteres sei m-mal, letzteres m’-mal der Fall, den In- 
halt dieses dem Kreise F(%) einbeschriebenen m-eckes bezeichnen wir durch 
M, denjenigen des m’-eckes durch M'. 


Die Winkelsumme im Dreieck ABO ist nın = 2 folglich. da der 


) 
Winkel bei 0 = ——, die Summe der beiden Winkel bei A und B 


n 


Irı 


RL... ze Im Dreieck AC'B ist die Winkelsumme - z > Winkel 


are 2>rı : i L M It 
bei C' = =, also die Summe der Winkel bei A und B=n+t  - 
m m 
j h : > 
Die Winkel C’’BE' und D’AC' sind zusammen — a Demnach hat man 
l 
J(z) 2n M 2m 2 
+ —— — — 41-4 — — — — = Zn 
+ n n + + m m B; m, - 
oder 
J(x Irı M Ir Irı 
0 ER MER RR A A 
n n m m m, 
oder 
M.n Iıı.n Irı.n 
Mn ER N 0 
m m Mm, 
oder 


M.n. AB >2rn.n. AB 2n.n.A,C, 


a m.AB m.A,C, "" 


m.AB 


Lässt man » unendlich gross werden, so wird J(x)=F(«), der Kreis 
F(k)=F(y), M=F(y), n.AB wird = f(x), m. AB=f(y), n.A,C, = f(x-+y) 
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und m,.A,C, = f(y). Man hat also 


Bin rer _ BO WEHT 5 


f(y) TO f(y) 


2afle+y) = [Wi2r—Fla))+f@)2n—Fy)) 


Setzt man, um der Gleichung eine einfachere Gestalt zu geben, 
f(z+y) = 2nsin(@+y) und ebenso f(y) = 2nsiny, f(x) = 2nsinz, 


ferner 


oder 


2n—F(x) = 2ncose und 2n—F(y) = 2n.cosy, 
so hat man 
sin(e+y) = sinzCosy+ coszsiny. 


Betrachtet man den Winkel bei C’ so hat man 
Z.OCD = OC’A+AC'D. 


Nun ist 
im J Zr 
LOCD = (art _2e), 
Zn 
ZOCA=}. Er 
M > 
/ n ! ” 1 f ER f4 
2 AC'D' = 4.(n+ a) 
also 
BE u Se A 2 
es E le Si rer m m 
oder 
} 2n.n. AB M,.n.A,C, 2n.n.A,C., 
Katy) an = AB ' m ACC mw ACc- 


Hieraus folgt, wenn man » unendlich gross setzt, 


run on _ 2ufe) , FO)leıy) _ 2n.flety) 
a rt a fo) 


oder 


2n.f(z) = f(a+y)(2n—F(y))-f((2n—F(c+Yy)). 


Setzt man hier e+y=z, also e=z-—y, so erhält man 


2n.f(a—y) = f(a)(2r-F(y))-f@y)(2n—-F(s)), 


und wenn man hier x statt 3 setzt, 


2nfle-y) = f(a)(2n—-Fiy))-fy)(2r—F(e)) 


oder 


sin(2—y) = SINTCosy— coszsiny. 
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Aus der Gleichung, die zwischen Polarfiguren besteht. 
f(x) = 2n—-F(In—:) 
folgt nun sogleich 
sine = cos(In—e). 
Setzt man also in den beiden Ausdrücken für sin(c+y) und sin(r—y) statt « 
Ian—zx, so erhält man sofort 
cos(r+y) = cosrcosy—sinzsiny, 
cos(r—y) = Cosrcosy+sinzsiny. 
Aus den Formeln für sin(@e+y) und cos(z+y) lassen sich aber bekanntlich 
dsinz dcosz 
und — 
dx dx 
4. Wir wenden uns nunmehr zur Betrachtung des rechtwinkligen 


ohne Schwierigkeit ableiten. 


Dreiecks. Wir wollen die Hypotenuse durch z, die Katheten durch x und y, 
die der Hypotenuse anliegenden Winkel durch X und Y bezeichnen. Nimmt 
man z und X als gegeben an, so ist das Dreieck bestimmt und man kann 
z. B. die X gegenüberliegende Kathete x durch „(z, X) bezeichnen. Da 
für X=0 auch e=0 wird, so muss g(z, X), nach aufsteigenden Potenzen 
von X geordnet, folgende Form haben: 
p(z, A) = X". 2+X"”. 2,4, 

wobei Z, Z,, ... Funetionen von z sind. 

Nun beschreibe man mit z als Radius einen Kreis, in welchen 2r 
als Sehne eingetragen sei. Theilt man den zugehörigen Uentriwinkel 2X 


i nn ; .. 2X Re =. 
in » 'T’'heile, so ist die zum Winkel z gehörige Sehne = 24 (2, eh die 
Ä I7= 


x RE er, 
Summe der » so gebildeten Sehnen = 2ny(z, } Wird » unendlich gross, 


so wird dieser Ausdruck offenbar = 2Xsinz, also 
: CC a 5 EN 
Zn —— Z+2n —; Zt. = 2Äsinz. 


n" 
Hieraus folgt m = 1 und Z=sinz, so dass also 
z=g(z, A)=AÄsins+--. 

Auf dieselbe Art lässt sich zeigen, dass, wenn statt der Hypotenuse 
die dem Winkel X anliegende Kathete y gegeben ist, das erste Glied in 
der Entwickelung von x als Function von X und y in Potenzen nach X 
= Äsiny ist. 
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Auf ähnliche Art findet man ferner, dass der Inhalt eines recht- 
winkligen Dreiecks, von dem ein Winkel X und die Hypotenuse 3 gegeben 
ist, = A(1—e08s3)+--- und, wenn X und die anliegende Kathete y gegeben, 
der Inhalt ebenfalls = X(1—cosy)+--- ist. 

Es sei nun wieder ein bei © rechtwinkliges Dreieck ABC gegeben. 
Wir lassen den Z BAC=X um die Grösse AX = CAD wachsen und fällen 
von B auf AD das Loth BD; AD werde von BC in E, BD von AC in F 
geschnitten. Der Zuwachs, den der Winkel CBA=Y erleidet (derselbe 
kann auch negativ sein) sei =AY, die Kathete AC sei = y und AD = y+Ay, 
BC=x und BD=x-+&r. 

Der Flächenzuwachs, den das Dreieck ABC hierbei erleidet, lässt 
sich nun einerseits ausdrücken durch AX+AY (da ZC=Z2D=1In); 
andererseits ist derselbe gleich der Summe der Dreiecke ACE und EBD. 
Der Inhalt von ACE ist aber dem Vorigen zufolge = AX(1—-cosy)+-- und 
der von EBD = AY(1-eos(z+&x))-+--. Man hat also 


AX+AY = AX(l-cosy)+-+AY(l-eos(e+Ar))+-, 


AX.cosy+-"+&AYeos(e+Ar)+- = 0 
oder 
AY 
cosy+y eos(e+Ar)+ = (, 


Geht man zur Grenze über, indem man AX verschwindend klein setzt, so 
erhält man 


ıiY 
(I.) cosy-+ .co8r =. 


Ist ferner in dem rechtwinkligen Dreieck ACE der Winkel E>}Hn, 
also auch AE und AC >!n, so ist AE< AC, also AD-AE > AD-AC 
oder ED> Ay; in dem Dreieck AFD ist weiterhin AF<<Z AD oder 
y+CF <y+&y, also CF< Ay, d.h. ED>Ay>CF. 

Im umgekehrten Falle erhält man ED<Ay<-CF. Es ist aber 
ED= AYsin(e+A2)+-, CF=&AYsine+--. Wird AX wieder verschwindend 
klein, so erhält man 


> me: u; 
(11.) AX = AX sınz 
und ebenso 
d i 
(III.) — = sing. 


dX 
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er: am: . 2 
Eliminirt man aus (I.) und (1I.) gy; 50 ergiebt sich 
i dy 
COSY.SINT—+ COST- = U) 


dX 
und hieraus in Verbindung mit (III) 


dy 


e08Y.SINE- —— +Coszr.siny- —.. 
IX 
nz 


AL 
dX 
Hiervon ist die Stammgleichung 
coSr.cosy = Ü. 
Der Werth der CGonstanten ergiebt sich, wenn man 2 =() setzt, in welchem 
Falle y= AB, d.h. =der Hypotenuse s wird. Man hat also 
COST.COSy = LOS2. 

Aus dieser Gleichung lässt sich bekanntlich die ganze sphärische 
Trigonometrie ableiten. Es ist daher überflüssig, den Gegenstand hier weiter 
zu verfolgen, und wir wenden uns nunmehr zur imaginären Geometrie oder 
zur (Geometrie der imaginären Hauptfläche. 


Dritter Absehnitt. 


Zur Geometrie der imaginären Hauptfläche. 


1) Wir nehmen im Folgenden eine Hauptfläche an, die unbegrenzt 
ist und auf welcher die Winkelsumme in dem durch drei Richtlinien »e- 
bildeten Dreieck weniger als zwei Rechte beträgt. Dass, wenn in einem 
Dreieck einer Hauptfläche die Winkelsumme kleiner ist als zwei Rechte, 
dies auch bei jedem anderen Dreieck der Fall ist, haben schon Lobatschewsky 
und Bolyai bewiesen, ebenso den weiteren Satz, dass der Flächeninhalt 
zweier Dreiecke sich verhält, wie die Differenz, die man erhält, wenn man 
ihre Winkelsumme von zwei Rechten abzieht. Den Fundamentalsatz, von 
dem man hierbei ausgeht, kann man sogar für alle drei Geometriesysteme, 
für die Sphärik, für die Euklidische Geometrie und für die imaginäre 
(seometrie in ganz übereinstimmender Weise beweisen. Ist nämlich ein 
Dreieck ABC mit der Grundliniie AB gegeben und zieht man durch die 
Mittelpunkte der Seiten AC und BC eine Richtlinie und durch € eine Linie 
gleichen Abstandes zu dieser Richtlinie, so haben alle Dreiecke, deren 
Grundlinie AB ist und deren Spitze auf der durch C gezogenen Linie liegt, 
gleiche Fläche und gleiche Winkelsumme. Diese Linie gleichen Abstandes 
43% 
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wird in der Sphärik offenbar der Lexellsche Kreis, in der Euklidischen 
(seometrie wird sie eine Gerade, und der Beweis des allgemeinen Satzes 


lässt sich ähnlich führen wie in der Euklidischen Geometrie. 


Aus diesem 


Satze lässt sich dann der weitere über die Beziehung zwischen Flächen- 
inhalt und Winkelsumme verschiedener Dreiecke derselben Hauptfläche 


leicht ableiten. 


2) Da unseren Voraussetzungen zufolge die Hauptfläche, mit der wir 
uns jetzt beschäftigen, gekrümmt ist, so bleibt uns noch übrig, 
zu beweisen, dass symmetrische Dreiecke, d. h. Dreiecke, die drei für ihre 
Construction erforderliche und hinreichende Bestimmungsstücke gleich haben, 
aber in verschiedener Reihenfolge, so dass sie nicht durch Fortbewegung 
auf der Fläche zur Deekung mit einander gebracht werden können, gleich- 


wohl alle übrigen entsprechenden Stücke gleich haben. 


Dieser 


den Satz 


Beweis 


scheint übrigens auch für die Voraussetzung, von welcher Bolyai und 
Lobatschewsky ausgehen, dass im ebenen Dreieck die Winkelsumme kleiner 
als zwei hechte ist, insofern nicht überflüssig, als diese Voraussetzung 
gleichfalls zu gekrümmten, unendlich ausgedehnten Hauptflächen führt, für 
welche die Winkelsumme in dem durch Richtlinien gebildeten Dreieck 
kleiner als zwei Rechte ist: es sind die sogenannten Flächen gleichen Ab- 


standes, deren Punkte von einer gegebenen Ebene gleichen Abstand haben 
(nach der im I. Abschnitt gegebenen Definition Parallelflächen zur Ebene). 
Nach jener Hypothese sind solche Flächen gekrümmt, sie sind aber anderer- 
seits offenbar Hauptflächen und endlich ist auf ihnen die Winkelsumme im 
Dreieck kleiner als zwei Rechte; denn werden durch die drei Seiten AB, 
BC, CA eines ebenen Dreiecks ABC Ebenen gelegt, senkrecht zur Ebene 
ABC, so bestimmen dieselben auf der neuen Hauptfläche ein dureh Richt- 
linien derselben gebildetes Dreieck A’B’C’, das dieselben Winkel hat 


wie ABC. 


Es sei nun auf einer gekrümmten Hauptfläche ein Dreieck ABC 
gegeben. Drehen wir die Fläche, während die Punkte A und B fest blei- 
ben, so beschreibt C einen Kreis (denn € kann mit A und B nicht in einer 
Geraden liegen), und dieser Kreis trifft die Hauptfläche in einem zweiten 
Punkte C’ (denn er kann die Hauptfläche nicht berühren, da er sonst 
auf der Richtlinie AB liegen müsste wie im I. Abschnitt dargethan wurde). 
Die neue Lage der Hauptfläche, in welcher C auf C’ fällt, hat mit der an- 


fänglichen eine Hauptlinie gemein, die durch die drei Punkte A, B, C’ be- 
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stimmt ist, und dreht man die Fläche wieder in die ursprüngliche Lage 
zurück, so erhält man eine Hauptlinie, die durch A, B, C geht; die Haupt- 
linien ABC und ABC’ sind einander congruent, sie können zusammenfallen, 
wenn sie Kreise sind und durch A, B halbirt werden. Da der Bogen AC der 
Hauptlinie ABC gleich dem Bogen AC’ der Hauptlinie ABC’ und BÜ = BC 
wird, so sind offenbar auch die Richtlinienstreecken AC= AC', BO = BC". 
Die beiden Dreiecke ABC und ABC’ haben also die zwei Seiten gleich, 
aber in entgegengesetzter Aufeinanderfolge. Um A beschreibe man nun 
mit dem Radius AC einen Kreisbogen CC’, der die AB in O treffe, und mit 
BO als Radius beschreibe man um DB einen Kreisbogen, der die Haupt- 
linien ACB. in D und ACB in D’ treffe. Die Hauptlinienbogen AC und 
AC', BD und BD’ drehe man nun um A bzw. B so weit, dass sie in O 
zusammentreffen, dann hat man über AOB zwei dreieckartige, aus Bogen 
der Hauptlinien ACB und AC’B (AO, BO und ACB, AO, BO und AU B) 
gebildete Figuren, die nothwendigerweise mit einander zur Deekung xe- 
bracht werden können, da die drei Eekpunkte A, 0, B dieselben sind für 
beide und ebenso die Bogen, die zwischen je zweien dieser drei Eekpunkte 
liegen, congruenten Hauptlinien angehören. Es muss also auch der Kreis- 
bogen CO = 0C' und folglich Winkel CAB= BAC' sein. Ebenso findet 
man, dass je zwei andere entsprechende Winkel der beiden Dreiecke ABC 
und BAC’ einander gleich sind. Hieraus folgen leicht alle Sätze über 
symmetrische Dreiecke und Vielecke, über gleichschenklige Dreiecke, über 
die Construction von Senkrechten, Halbirung von Winkeln u. s. w. 

3) Wir wenden uns nunmehr der Aufgabe zu, f(z) und F(x) zu be- 
stimmen, wobei wir wieder wie oben mit f(x) den Umfang, mit F(x) den 
Inhalt des einem Kreise vom Radius x ein- oder umbeschriebenen regulären 
Vieleckes mit unendlich grosser Seitenzahl bezeichnen. Wir schlagen hierzu 
denselben Weg ein, wie oben in 3, IIL., wobei sich nur der eine Unterschied 
ergiebt, dass für ein Dreieck vom Inhalt J die Winkelsumme = p—J (statt 
p+J) ist. Zur Messung der Winkel nehmen wir dabei einen beliebigen 
Kreis als Grundkreis an, dessen Radius = « sei, und setzen f(«) = 2p. 

Wir erhalten so die beiden Gleiehungen 


2pf(e+y) = Fa) ap + FW)+fWW(2r+F@)). 
2pf(=-y) = f(n)(2p+Fy))-fWe2r+F(e)) 


oder, wenn wir 2p--F(x) = 2p®(z), 2p+F(y) = 2pP(y) setzen, 
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(1.) f(zty) = f)PYy)+y)Ple). 
(1.) ffz-3) = fo PYy)-fyPle). 
Man hat nun auch 


fy-2) = fy)P(a@)-fle)PQy) = -fle-Y) 


oder 
f@) = -f(-a). 
Setzt man in (].) statt e+y, in (1l.) statt c—y jetzt z, so erhält man 
(IH.) fix) = fa -WPW)+fW)Ple-y), 
AV.) f(@) = fat yPa)-IWPle+y). 


Hieraus folgt durch Subtraction 
Party)+rae-ylW = Ife+y)-fFae-n]Py) 
oder, da aus (L.) und (Il.) durch Subtraction folgt 
f(e+y)-fle-y) = UW)Ple), 
Party)+Pa-yfYy) = 2IWPle).PWY) 


(V.) Plety)+Pla-y) = 2Pla)Py). 
Vertauscht man x und y, so hat man 


Pla+y)+Ply-a) = 2Pla)Ply), 


oder 


also 
P(z—-y)=Ply-ax) oder Plz) = Pl-e). 
Durch Addition von (IL) und (IV.) erhält man 
2f(a) = \fa+y)+fa-yPy)-Pa+n-Pae-yW 
oder, da aus (I.) und (11.) folgt 
fe+y)+fle-y) = 2fla)P(y), 
2f(a) = 2fa)Py)-IPary)-Pa-ylfW 
IP) -L. 
w 

Vertauscht man x und y, so bleibt der Ausdruck links unverändert, 


oder 


(VL) Pla+y)-Pir-y) = 


und man hat daher 


fe) a1 VB 
alt (y) 1] u; fe) (# (©) 1| 


en 7 M)- 
Or ‚7° 


oder 


Schmidt, geometrische Untersuchungen. 335 


D’(r)— 1 
f"(z) 


Hieraus folgt mit Nothwendigkeit, dass gleich einer Con- 
stanten ist; wir setzen daher 
P(a)—1l = fe). 


Setzt man f(x) = Ay(z), so erhält man 
(VII.) P(e)—1 = Ye). 
Die oben gefundenen Gleichungen nehmen dabei folgende Gestalt an: 
yar+y) = ya) P)trWy)P), 
plz-y) = yla)Ply)-W)P Ce), 


Platy)+Pla-y) = 2Pla)Ply), 
\ a 
Pary)-Pa-N= m FM -1=2r ey, 


mithin 
Pla+y) = Pla)P(y)+Ypla)e(y). 
P(z-y) = Pla)Ply)—yla)yly). 


Der Ausdruck f(x) wird offenbar für x = 0 ebenfalls = 0; andererseits 


) 


hat man, wie gross oder klein x sein mag, f(x) > 4x; der Quotient wird 
N . 


daher für ein verschwindendes x einer bestimmten Constanten gleich und 


it y. u . . 
ebenso 0 da p(z)=f(x):A. Wir setzen also für ein verschwindendes x 


a 
D(x) 


lım — -—(, Ferner ist 


x 0 @%e) Det) z d(a-+l) x 
P’(z)—1 


7’(2) ist nach (VII) =1. Für ein verschwindendes 


Ple-1) _ Pa)-1 ,_9E@) Va) _ _Y@) _,9@) 


denn der Factor 


x erhält man 


—1) (aN (Y) 
Y Y Zen Y 
folglich 
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Par) Pa) _ ‚Pw-D Ai?) 
; Et 
folglich 

de) 


dx = (y). 
Vermöge der Ausdrücke y(0)=0, 2(0)=1 erhält man nun mit Hülfe der 


Maclaurinschen Reihe 


C’r? C’z° 
En uhr 7 Vase er he 
C’x’ C!r' Cr 
ae kr 7 yes FE be 


Die Aehnlichkeit dieser Reihen mit den in der Sphärik gefundenen 
für sine und cosxz leuchtet ein. Setzen wir, um die Aehnlichkeit auch 
durch die Bezeichnung zum Ausdruck zu bringen, SinCr statt p(x) und 
CosCx statt ?(x) so haben wir 

f(x) = A.SinCr, F(x) = 2p(CosCr—]). 

Für den zunächst beliebig angenommenen Grundkreis haben wir 
f(e) = A.SinC« = 2p. Wir denken uns jetzt «@ so bestimmt, dass Co =|1, 
woraus folgt 

SinCa +CosCla = 1+Y2 = e“, 
wobei e die Basis des natürlichen Logarithmensystemes ist. Wir haben daher 
Ca = lognat(1+YV2). 
Nunmehr. wird 
f()=2p=A, f(x) = ASinCz, F(x) = AlCosCcr—]). 
Wie A zu bestimmen ist, wird sich später zeigen. 

4) Wir gehen nunmehr über zur Betrachtung des rechtwinkligen 
Dreiecks. Ganz wie in Il., 4 finden wir zunächst, dass, wenn X einer der 
spitzen Winkel, s die Hypotenuse oder y die anliegende Kathete ist, die 
dem Winkel X gegenüberliegende Kathete z, in aufsteigenden Potenzen 
nach X entwickelt, = XSinCz-+--- oder = XSinCy-+--- und ebenso der In- 
halt des Dreiecks 

— X(0osCz—1)+-- oder = X(0osCy-1)+-. 
sein muss. Dabei ist der Winkel X ausgedrückt durch den entsprechen- 
den Theil von f(«), wobei f(«) =2p = A. 
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Nehmen wir wiederum wie oben ein bei C rechtwinkliges Dreieck 
ABC an und bezeichnen den Winkel bei A durch X, den bei B durch Y, 
die gegenüberliegenden Katheten durch z und y und lassen X um AX 
wachsen, so erhalten wir für den Flächenzuwachs, den das Dreieck erleidet, 
einestheils AJ = —(AX+AY) (weil dem Wachsthum der Winkelsumme eine 
Abnahme des Inhaltes entspricht), anderentheils, 
AJ = AX(0osCy—1)+-+AY(CosCze—l)+--, 
mithin 
— AX—-AY = AX(CosCy—1)+--+AY(CosCr—1)+-- 
und hieraus, wenn man zur Grenze für ein verschwindendes AX übergeht: 
(I.) dX.CosCy+dY.CosCz = (Q. 
Ferner erhält man für den Zuwachs, den die Katheten x und y erleiden, 
indem man zur Grenze übergeht: 
(II.) dy = dY.SinCz, 
(III.) de = dX.SinCy. 
Aus diesen Gleichungen in Verbindung mit (I.) folgt 
CosCy.SinCx.Cde+CosCz.SinCy.Cdy = 0. 
wovon die Stammgleichung ist: 
CosCr.CosCy = Üonst. 
Setzt man X=(0, so wird y gleich der Hypotenuse z, also 
CosCz.CosCy = UosCz. 
Aus Gleichung (111.) erhält man ferner 
dx:dX 
li Eu 
San : En Ian 
CosOr.SinCy 
(dr: dX).CosCx 
CosCx.) Cos®’Cy—] 
(dze:dX).CosC.r 
VO Cz Goa Cat 
(dx: dA )CosÜx 
YCos?’Cz3 — Cos?’Cr 
(de: dX).CosCr 
\Sin’Üzs— Sin’Cx 
(dz:dX).CosCr:Sin Üz 
Y1—Sin’Cz:Sin’Cz 
(Cdx:dX).CosCz:SinCz 
‚1 -Sin’Cz :Sin?Cz 
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Hieraus folgt durch Integration 
SinCz 
Sin Cz 
Hierbei ist das Zeichen sin rechts die Abkürzung für den gewöhnlichen 
eyklischen Sinus. 
Die Constante m in dem Ausdrucke rechts bestimmt sich leicht = 0. 
Man hat aiso 


= sin(CX-+m). 


SinCz 


\ 


SinCz.sinCX, 
ebenso 
SinCy = SinCz.sinCY. 
Ferner erhält man aus der Gleichung 
sinCX = SinCz:SinCz, 
eosCX = Y1—-sin’CX = Y1—Sin’Cr: Sin’Cz 
— Y(Sin’Cz—Sin’Cx) : Sin’Cz 
— Y(Cos’Cz— os’ Cx):Sin’Cz 
— Y(Cos’Cx.Cos’Cy —Cos’Cx):Sin’Cz 
= (008 02 Y(Cos’Cy—1):Sin’Cz 
= CosCz.Sin Cy: Sin Cz 
—= CosCz.sinCY 




















oder 

cos CX 

sinCY 

Dies sind die Hauptformeln für das rechtwinklige Dreieck, aus welchen 
weitere sich leicht ableiten lassen, z. B. 


CosCz = 


cosCX = TangCy: TangCz, 
wobei wir durch Tang den Quotienten von Sin und Cos bezeichnen, also 


Sinz Cosxz 
Tange = —, ebenso Üotz = ——: 
Cosz Sinz 





B A 
5) Nun setze man X = 5-4 dann hat man 


SinCz = SinCz.sin . 


Legt man an das angenommene rechtwinklige Dreieck ein sym- 
metrisches an, so dass bei X ein rechter Winkel entsteht, so hat man in 
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dem so entstandenen neuen rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse = 2r, 
die beiden Katheten je = z, also 


Cos2Cz = 0os’Üz 


oder 
Cos’Cr+Sin’Cz = 1+2Sin’Cz = 1+ Sin’Cz, 
also 
2Sin’Cz = Sin’Cz 
oder 
w u. 26 da. A 
2 SinCz . sin“ —- — Sin’Cz, 
46 1 T 
sın — = — =]#}, 
Io) Y2 . 
ne An 
ie) 4 


wobei rz die gewöhnliche Bedeutung hat. 

Es ist hiernach nur noch eine unbestimmte Grösse vorhanden, nämlich 
C, wie es auch bei der Kugelfläche der Fall war. Dieselbe kann, wo es 
sich nicht um Vergleichung verschiedener Hauptflächen, sondern um Gebilde 
auf einer und derselben Hauptfläche handelt, unbeschadet der Allgemeinheit 
durch entsprechende Wahl der Längeneinheit willkürlich bestimmt werden; 
der einfachste Werth ist C=1, in welehem Falle A = 2r wird; alsdann wird 


f(x) = 2nSinz, F(z) = 2n(Cose—1). 


Der Uebergang zu einer anderen Hauptfläche, für welche C<S 1 ist, lässt 
sich leicht gewinnen. 

6) Der Radius des oben angenommenen Grundkreises wird nunmehr 
a == lognat(1+V2); für denselben ist f(a)=2r. Ein anderer Kreis von Be- 
deutung ist derjenige, für dessen Radiusr Cosr = 2. Dieser Kreis hat offenbar 
die Eigenschaft, dass ein Dreieck mit der Winkelsumme n—,J einem Aus- 
schnitte dieses Kreises mit dem Centriwinkel J flächengleich ist. Man findet 
für diesen Kreis r = lognat(2+V3). 

7) Aus den oben gefundenen Formeln für das rechtwinklige Dreieck 
lassen sich diejenigen für das schiefwinklige Dreieck leicht ableiten. Werden 
im Dreieck ABC die Winkel durch «, /, y, die gegenüberliegenden Seiten 
durch a, b, ce bezeichnet, so findet man 
44* 
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(I) sina:sind:siny = Sina:Sinb:Sine, 
(II.) SinaSinbsiny = SinbSinesin« = SineSinasin?, 
(ILL) Cosa = CosbCosc—SinbSinccose, 
Tangbsin « 
(IV = 8 
AV.) tangß = Sinc— TangbCosccos«’ 
(V.) cos@ = — 608 CosyY+sinPsinyCosa, 
, r tang Sin c 
f un . 
(VL) Tangb sin @-Htang fcos« Cosc 


Dies sind die wichtigsten Gleichungen für das schiefwinklige Dreieck, 
aus denen sich die übrigen wie in der Sphärik leicht ableiten lassen. 

8) Sind in einem Viereck ABCD die Winkel bei A, B, C Rechte 
und bezeichnen wir die Seiten AB, BC, CD, DA der Reihe nach durch a, 
b, c, d, so findet man leicht folgende Beziehungen zwischen den Gegenseiten: 


RN j Tange = TangaCosb, 
0 | Tangd = TangbÜosa, 
( Sine = SinaCosd, 
IL.) ge 
lSind = SinbCose. 
9) Liegen die 3 Punkte A, B, C in einer Richtlinie und ist O ein 
beliebiger Punkt der Fläche, so erhält man (wie in der Sphärik) 


C0os0A.SinBC+CosOB.SinCA+Cos0C.SinAB = 0 


oder 
Cos0A.SinBC+Cos0C.SinAB = ÜosOB.SinAC. 
10) Wenn das Dreieck ABC bei A rechtwinklig ist, so hat man 
cosCBA 
oder 


Cos AC.sinACB = cosCBA. 
Es muss daher, damit ein Dreieck möglich ist, 


1 


C0osAC.sinACB<1 oder sinACB << 4G 


sein. Wählt man den Winkel ACB so, dass sin ACB= 7, so wird 


cosCBA=1 oder 2CBA=0. In diesem Falle ist also eine Dreiecksbildung 
nicht mehr möglich. Legt man jedoch an die AC in € einen Winkel ACD 
von der Grösse, dass sin ACD.CosAC=1, so hat die CD die Eigenschaft, 
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dass sie zwar selbst die AB nie trifft, dass aber jede Richtlinie, die durch 
C geht und mit AC einen Winkel macht, der < ACD, die AB schneidet. 

Dieser Winkel ACD in seiner Beziehung zur Strecke AC ist offen- 
bar dasselbe, was Bolyai den zu einer Strecke gehörigen Parallelwinkel 
nennt. Auch findet Bolyai (Frischauf, absolute Geometrie nach J. Bolyai, 
Leipzig, 1872, Seite 39) für den Parallelwinkel /7(h), der zur Strecke h 
gehört, folgende Gleichung 

h h 
1:sin/I(h) = }(e'+e *), 
die mit unserer Gleichung übereinstimmt, wenn man, wie wir gethan, 
k=1 setzt. _ 

Bolyai und Lobatschewsky nennen zwei Richtlinien, die diese Lage 
(wie AB und CD) zu einander haben, parallel; man könnte sie auch asymp- 
totisch nennen, da sie sich offenbar unaufhörlich einander nähern, ohne 
sich zu treffen. 

_ Aus der Gleichung 
C0s AC.snACD = 1 
lassen sich die weiteren Eigenschaften der beiden Richtlinien AB und CD 
leicht ableiten. 

Wählt man auf der CD einen beliebigen Punkt C’ und fällt CA LAB, 
so hat man nothwendig auch CosA’C'.sinAC’D=1, denn, wäre das Pro- 
duet <1, so müsste die C’D, welche mit CD eins ist, die AB schneiden; 
wäre das Product —>1, so müsste man durch C’ eine Linie ziehen können, 
C'D', für welehe CosA’C’'.sieAC’D’=1. Verbindet man C mit D', so 
müsste die CD’ einerseits, da Winkel ACD’<- ACD, die AB schneiden, 
andererseits, da sie bei D’ aus dem von A’C’ und den Richtlinien A’B und 
C’D' begrenzten Raum hinaustritt, nicht schneiden. 

Ist ferner von A auf die CD die Senkrechte AE gefällt, so hat 
man auch 


GosAE.sinBAE = |], 


denn 
sinBAE = c0sEAC = Tang AE: Tang AC, 
also 
Cos AE.sinBAE = SinAE: TangAC, 
aber 


Sin AE = sin ACE.Sin AC = Tang AC, 
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folglich 
CosAE.sinBAE = 1. 
Es hat also AB dieselbe Lage zu CD wie CD zu AB. Die Con- 
struction des Parallelwinkels für eine gegebene Distanz hat schon Bolyai 


gezeigt. Ist AC die gegebene Distanz und 1 AB, so errichte man in B 
das Loth BD und fälle CD_ıL BD. Nach 8) hat man 


SinCD = SinAB.Cos AC 
oder 


1:CosAC = SinAB:SinCD. 


Beschreibt man also um B mit dem Halbmesser CD einen Kreisbogen, der 
die AC in E trifft, so ist 


sin AEB = SmAB: SinCD = 1:(0osAC. 


Es ist also der Winkel AEB der zur Distanz AC gehörige Parallelwinkel. 

11) Sind zwei Richtlinien AA’ und BB’ parallel in dem von Bolyai 
angenommenen Sinne, so kann man, wenn auf der einen ein Punkt A ge- 
geben ist, auf der anderen den Punkt C so bestimmen, dass 


LBAA = LBBA. 


Man darf zu diesem Behufe nur in einem beliebigen Punkte auf AA’ gegen 
die BB’ hin und auf der BB’ gegen die AA’ hin je eine Senkrechte er- 
richten und diese beiden einander gleich machen, dann durch deren End- 
punkte Linien gleichen Abstandes zu den gegebenen Parallelen AA’ und 
BR' ziehen. Durch den Schnittpunkt dieser Linien gleichen Abstandes wird 
ein Punkt E bestimmt, der von AA’ und BB’ gleichen Abstand hat und zur 
Weiterführung der Construction benutzt werden kann. Ist eine Richtlinie 
AA' gegeben und auf ihr ein Punkt A und bestimmt man auf allen zu AA’ 
parallelen Richtlinien BB’, CC’ u. s. w. die Punkte B, C u. s. w. derart, 
dass  BAA = B'BA, Z. CAA = (CA u. s. w., so ist der Ort der Punkte 
B, C u.s. w. eine Linie, die nach Lobatschewsky Grenzlinie heisst. Nach 
der Voraussetzung Lobatschewskys ist die Hauptfläche, für welche die Winkel- 
summe im Dreieck kleiner als zwei Rechte ist, eine Ebene, die Richtlinien 
AA', BB’ u. s. w. sind also Gerade, die man um zwei ihrer Punkte A, A’ oder 
B, B’ u.s. w. drehen kann, ohne dass sie ihre Lage im Raume verändern. 
Dreht man also den Raum um die Punkte A, A’, so beschreibt die Grenz- 
linie eine Fläche, die Lobatschewsky die Grenzfläche, Bolyai die Fläche F 
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nennt. Für diese Fläche kann unter der angenommenen Voraussetzung 
jede der Geraden AA’, BB’, auch in jeder neuen Lage, die z. B. BB’ bei 
der Drehung um AA’ einnimmt, als Axe betrachtet werden. Die Grenz- 
fläche ist also eine Hauptfläche. In der That bemerkt auch Frischauf (in 
der angeführten Schrift Seite 30), dass eine Kugel, deren Hauptmesser in’s 
Unbegrenzte wächst, in die Grenzlinie übergeht. Lobatschewsky und Bolyai 
weisen auch beide nach, dass für die Grenzfläche die Sätze der Euklidi- 
schen Planimetrie gelten, wenn man die Gerade durch die Grenzlinie er- 
setzt. Ich verweise im übrigen auf die angeführte Schrift von Frischauf 
und auf meine Bemerkungen, die ich im I. Abschnitte über diesen Gegenstand 
gemacht habe. _ 

12) Frischauf stellt in der mehrfach eitirten Schrift auch die Glei- 
chungen der Geraden, der Grenzlinie u. s. w. auf. Zur Bestimmung der 
Punkte auf der Fläche nimmt er eine unbegrenzte Richtlinie XX und auf 
ihr einen bestimmten Punkt O als Anfang an. Fällt man von einem Punkte 
P die Senkrechte PP’ 1 OX’ und setzt PP'=y, OP'=x, wobei x positiv 
oder negativ zu nehmen ist, je nachdem P’ auf der einen oder der anderen 
Seite von P liegt und ebenso y positiv oder negativ, je nachdem es auf 
der einen oder der anderen Seite von XX liegt, so ist durch & und y die Lage 
von P unzweideutig bestimmt. Durch eine Gleichung zwischen z und y, 
wobei y eine stetige Function von x ist, ist eine Linie auf der Fläche be- 
stimmt. Für die Richtlinie gelangt Frischauf, indem er von der Eigenschaft 
ausgeht, dass die Richtlinie die kürzeste Verbindung zwischen zwei Punkten 
ist, mit Hülfe der Variationsrechnung zu folgender Endgleichung: 


Y Yy x x Y Y 
(e'+e *)(ae* +be *) = 2(e*—e *) 
oder, wenn wir k=1 setzen und die von uns gewählten Bezeichnungen 
anwenden: 
2 Cosy[a(Cosce+Sinz)+b(Cose—Sinz)]| = 48iny. 

Wir gelangen auf einfacherem Wege zu einer einfacheren Gleichung, 
die übrigens, wie man sich leicht überzeugen wird, mit der vorstehenden 
übereinstimmt. Wir wählen ein rechtwinkliges Coordinatensystem OX LOY. 
Fällt man von einem gegebenen Punkte P die Lothe PP'ıLOX, PP" ıLOY, 
so setzen wir OP'’=z, OP" =y, wobei für die Vorzeichen von x und y 
das Gleiche gilt wie oben. Dabei ist zu bemerken, dass zwar zu einem 
gegebenen Punkte P ein bestimmtes Werthpaar x und y gehört, aber nicht 
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auch zu jedem gegebenen Werthpaar z und y ein (realer) Punkt P. Es 
muss vielmehr, wie man leicht findet, der absolute Werth von Sin=Siny <1 
sein, damit die beiden in ?' und P" auf OX und OY errichteten Lothe sich 
treffen. Wird SinzSiny = +1, so sind diese Lothe einander parallel im 


Sinne von Lobatschewsky und Bolyai. Denn bezeichnet man den Parallelwinkel 


Sinz 
‚ c8a= ——, 


von x mit « und den von y mit ?, so hat man sine =- re 
Ss 


Cosz 


tga = a ‚ ebenso tgP = - Ara Wenn also Sinz Siny = 1, so ist tga.tgP=1 


oder @+#=R. Die beiden Lothe sind also in diesem Falle parallel einer 
durch O0 gehenden Richtlinie, welche die Winkel « und £ mit den Üoor- 
dinatenaxen macht. Zum gleichen Ergebniss gelangt man durch Betrach- 
tung des Dreieckes P'PP", von welchem P’'P" und die Winkel P’ und P" 
gegeben sind, da sie sich aus den für die Bestimmung des Dreieckes OP'P" 
hinreichenden Stücken x und y leicht berechnen lassen. 

Nun sei eine Richtlinie gegeben, welche die Axe OX in A und 
OY in B schneidet, 0A sei =a, OB=b gesetzt; P sei ein beliebiger 
Punkt dieser Richtlinie. Dann erhält man für das Dreieck OAP nach der 
Formel 7) (VI) 

TangOP(sin AOP-+tangPAO.cos AOPÜosa) = tangPAO.Sin.a. 


Im rechtwinkligen Dreieck OAB hat man aber 


Tangb 
Sina 


tang BAO = tang PAO = - 


Daraus folgt: 





TangOP (sin AOP+—; zu; cos AOP. Cosa) = Tangb 
oder 
Tang sOP (sin AOP+- ee 0sAOP) = Taugb 


oder 
TangOPsinAOP  TangOPcosAOP 
Tangb Tanga 





Es ist aber 
TangOP.sinAOP = Tangy, 
TangOP.cos0OAP = Tangrz, 


man hat daher 


Tangx Tangy 
Tanga Tangb 
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In Polarcoordinaten erhält man, wenn man OP=r, ZAOP = setzt, 


Tangr Cosp 
Tanga 


Tangr Sing 


= 1. 


N) 
7. 


Tangb 


Fällt man von O auf die Richtlinie AB eine Senkrechte OM, 
nimmt auf dieser einen Punkt M’ nach Belieben an und legt zu OM' dureh 
M' eine Senkrechte MO, so hat man, wenn O0 gezogen wird. welche 
AB in P schneidet, und 00, LOX, 00, 10Y gelegt wird: 


TangO®, : TangOP, 
Tang0Q,,: TangOP, 


\ 


TangO0Q: TangOP, 
TangOQ : TangOP, 


\ 


ferner 
TangO0Q: TangOP = TangOM : TangOM. 


Man erhält daraus 


Tang0Q, _ TangOQ,, = Tango 
Tanga _ Tangb TangOM 


Sind also zwei Richtlinien senkrecht zu einer und derselben durch den 
Coordinatenanfang O0 gehenden Richtlinie, so haben für die Gleichungen 
derselben, wenn sie auf die Normalform 


Tangz , Tangy 


I 


a ie b 


Be a 1 1 y Br 
gebracht werden, die Coefficienten und rn dasselbe Verhältniss. 
( 
Man kann die Gleichung der Richtlinie auch auf folgendem Wege 
ableiten: 
Zufolge 9) erhält man, wenn wieder die gegebene Richtlinie die 
Axe OX in A, OY in B schneidet und P ein Punkt auf ihr ist, 


CosOP.SinAB = (0s0A.SinPB: CosOB.Sin AP. 


Es ist aber 
SinAP = SinPP, : sinBAO 
ER Sin BO Sin PP, .Sin AB 
=SnFP : AB SB 
ebenso 


. x Sin AO SinPP ..Sin AB 
inPB = SinPP,, : ——— = —_—ı: 
S D1 1° SinAB SinAO 


Journal für Mathematik Bd. CXII. Heft 4. 45 




















346 Schmidt, geometrische Untersuchungen. 
folglich 
SinPP .Cos0A SinPP,.CosOB 
(‘os — Kick eh nn Telekurs 
RR Sin AO Sin BO 
are u SinPP,, SinPP _ Sin? ,P SinP P 


Tang4A0 " TangoOB  Tang0A | TangOB 
Nach 8) (Il.) hat man ferner 
SinP,P = SinOP,.CosPP, = TangOP,.CosOP, 
SinP,P= SinOP,,.CosP,,‚P= TangOP.,,.CosOP. 
Daraus folgt endlich 
TangOP, TangOP 
Tang 0A Tane OB 


Tangr Er Tangy 


1 = 


Tanga Tangb 
Aus der allgemeinen Form 
Tangr Tangy 
ee ne 1 
a b 


lässt sich, was einen weiteren Vorzug dieser Gleichung bietet, sofort er- 
kennen, ob die Richtlinie die eine der beiden Axen oder beide schneidet 
oder nieht schneidet. Damit sie die Axe OX schneidet, muss für y=0 ein 
reeller Werth von x sich ergeben. Man hat dabei 

Tangr = a. 
Damit also x reell wird, muss a’ <{1 sein. Ebenso muss, wenn die Richt- 
linie die Axe OY schneiden soll, 5° <<Z1 sein. 

It «=1, so ist die Richtlinie der Axe OX parallel im Sinne von 
Bolyai. 

Ist 5’ =1, so ist die Richtlinie der Axe OY parallel. 

Anm. Wenn wieder PP,LOX und PP.,LOY, wobei OX_LOY, so 
können wir als Coordinaten von P statt der Strecken OP, und OP,, auch 
die (hyperbolischen) Tangenten derselben annehmen; dann nimmt die Glei- 
chung der Richtlinie die Form an 


T Yy = 
2+1=1, 


die völlig übereinstimmt mit der Gleichung der Geraden in der Euklidischen 
(reometrie. 

13) Behält man die oben gewählte Bezeichnung der Coordinaten 
bei, so lässt sich ohne Schwierigkeit zeigen, dass, wenn irgend eine Glei- 
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chung beliebigen Grades zwischen Tangz und Tangy gegeben ist, der Grad 
derselben sich nicht ändert, wenn man von dem gegebenen zu einem be- 
liebigen anderen rechtwinkligen Coordinatensystem übergeht. Wir halten 
uns jedoch damit nicht länger auf und bemerken nur noch, dass z. B. die 
Curve zweiten Grades 


Tang’ x Tang’y | 
rg‘ i 771 rg — (a = } 
Tang’a lang’b 


die Eigenschaft hat, dass für jeden ihrer Punkte P die Summe der Ab- 

stände von zwei festen Punkten F und F, constant ist: PF+PF, = 2a. 
Wählt man die Linie FF, (die Hauptaxe) als Nulllinie und F als 
Anfangspunkt für Polareoordinaten, so erhält man für die Curve, die man 
analog der Bezeichnung der Euklidischen Geometrie Ellipse nennen kann, 
wenn P ein Punkt derselben ist: 
TangFP = 


Tane’b: Tanga 


1+0 Sın2e 
> LANDE + 
/ Sın2a 
wobei 2c= FF, und den Winkel bedeutet, welchen der Strahl FP mit 
der Nulllinie macht. Setzt man also 
rp\ 2..m. a Sin?e ki 
Tang’b: Tanga = Tangp, So, = 6, 
so hat man 
Tang p 


TangFP = 
” l1-+ecosg 


Zwei Linien gleichen Abstandes, die zu einer Richtlinie symmetrisch 
liegen, bilden zusammen eine Öurve zweiten Grades, deren Gleichung ist 


Ä Tang’y 
dh 2 e) u 
ano z Fr rm a. a. 1. 
Br Tang?b 


wobei 5b der halbe Abstand der beiden Linien ist. Die Hauptaxe ist die 
Richtlinie selbst, die Brennpunkte liegen im Unendlichen. 

Aehnliche Gleichungen erhält man für die Linie, für welche die 
Differenz der Entfernungen ihrer Punkte von zwei gegebenen Punkten F 
und F, eine gegebene Grösse 2a hat (für die Ayperbel). Ist wieder 
FF, =2e und wählt man FF, als die eine Axe des Coordinatensystemes und 
den Mittelpunkt von FF, als Anfang der Coordinaten, so erhält man für 


senkrechte Coordinaten 
Tang’x Tang’y.Cos’a 


Tang’a Cos’c— Cos’a 
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Diese Gleichung stimmt ganz mit der oben gefundenen (für die Ellipse) 
überein; der einzige Unterschied ist, dass hier e >a und dort e<.a. 
Nimmt man eine Linie 5 an von der Art, dass CosaÜosb = Üose, 
so geht die Gleichung für die Hyperbel über in folgende: 
Tang’z  Tang’y Ba 
Tang’a Sin?b 
In Polarcoordinaten erhält man, wenn FF, die Nulllinie und F der An- 
fangspunkt ist, für die Hyperbel die Gleichung 


Tangp 
T„; ’ ws 14 
anger = ———EI 
44 l+eCosp ' 
. Sin2e ’ ) 
wobei e=<; ,, und p die senkrechte Ordinate der Curve im Punkte F 


ist, ganz wie bei der Ellipse. 

14) Aus den bisher gefundenen Gleichungen geht hervor, dass man 
auch das System der Linienceoordinaten auf unsere Hauptfläche anwenden 
kann. Ebenso lassen sich Punkte und Linien auf ein Coordinatendreieck 
ähnlich wie in der analytischen Geometrie der Euklidischen Ebene be- 
ziehen. Da sich endlich auch für die imaginäre Hauptfläche durch einfache 
metrische Relationen der Satz beweisen lässt, dass, wenn auf einer Richt- 
linie drei Punkte angenommen werden, wovon zwei die Schnittpunkte je 
zweier Gegenseiten eines Viereckes sind, während die eine Diagonale des 
Viereckes durch den dritten Punkt geht, die andere Diagonale die gegebene 
Richtlinie in einem bestimmten vierten Punkte trifft, (wie immer im Uebrigen 
das Viereck gewählt wird) so lassen sich auch die Sätze von der projec- 
tiven Verwandtschaft von Punktreihen und Strahlenbüscheln, die aus der 
(seometrie der Lage bekannt sind, auf unsere Fläche übertragen. Doch 
gehe ich darauf nicht näher ein, da es mir hier nur darum zu thun war, 
die Elemente der imaginären Geometrie auf einem neuen Wege zu ent- 
wickeln. 
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